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Uvod
Prije nego sˇto raspravimo rjesˇavanje problema, trebamo ispitati pojam samog
”
pro-
blema“. Problem je situacija s kojom se ucˇenik suocˇava, koja zahtijeva rjesˇavanje te za
koju ne mozˇemo odmah rec´i rjesˇenje. To je definicija problema koja mijenja pojam
”
pro-
blemski zadatak“ koje nastavnici obraduju od
”
problema“ do viˇse
”
vjezˇbe“. Nastavnici
cˇesto grupiraju probleme po vrstama te pokazuju na nastavi kako im se priblizˇiti.
Obicˇno se ucˇenicima pokazˇe jedan primjer a za ostale se kazˇe da su vrlo slicˇni te da se
rjesˇavaju na isti nacˇin ali s razlicˇitim brojevima. To se odnosi na ”vjezˇbu” a ne na sam
problem jer prepoznavanje problema daje ucˇeniku put tj. metodu za pronalazak rjesˇenja.
Od ucˇenika se trazˇi vrlo malo razmiˇsljanja o zadatku, a umjesto toga, oni se prisjec´aju
nastavnicˇkog pristupa. Nazˇalost, ako specificˇna vrsta problema nije poducˇena na nastavi,
onda ucˇenici ostanu zbunjeni jer nisu naucˇili na nove i razlicˇite vrste zadataka.
Sada kada znamo sˇto predstavlja problem, pogledajmo sˇto je rjesˇavanje problema.
Rjesˇavanje problema mozˇe se shvatiti na nekoliko nacˇina. Kao prvo, rjesˇavanje problema
mozˇe se smatrati kao tema nastave, kao nastavna jedinica u nastavnom planu i pro-
gramu matematike koja mora biti poducˇena na isti nacˇin kao mnozˇenje, dijeljenje itd.
Ne mozˇe se naucˇiti lako, mora se naglasiti i pazˇljivo naucˇiti. Mozˇemo poducˇavati ma-
tematiku pomoc´u rjesˇavanja problema kao temeljnom niti da se ujedine svi pojmovi u
matematici. Rjesˇavanje problema pruzˇa opravdanje za poducˇavanje vjesˇtine aritmetike.
Rjesˇavanje problema mozˇemo shvatiti kao nacˇin razmiˇsljanja. Ucˇenici ne mogu ocˇekivati
da c´e naucˇiti rjesˇavati problemske zadatke bez preciznog struktuiranog procesa. Iako
neki ucˇenici intuitivno mogu biti dobri u pronalasku rjesˇenja, vec´ina ih mora naucˇiti kako
misliti, kako promiˇsljati te kako rijesˇiti problem.
Nacˇin na koji ucˇenici pristupaju problemu varira od djeteta do djeteta. Medutim,
jedna stvar je jasna. Oni c´e najcˇesˇc´e pristupiti problemu na temelju njihovih pozadina i
iskustava. To mozˇe biti u rasponu od prepoznavanja slicˇnog problema koje su vec´ vidjeli
na nastavi ili rjesˇavanje slicˇnih zadataka kao na satu. U vec´ini slucˇajeva, ucˇenici ne
rade nikakvo rjesˇavanje problema, niti promiˇsljaju niti razmiˇsljaju o zadatku. Ucˇenik
jednostavno opazˇa ili kopira vjesˇtine naucˇene do sad u nastavi. Ako ne prepoznaju tip
problema, mogu ostati zbunjeni i nec´e znati sˇto treba napraviti. Ucˇenici moraju dobiti
odgovarajuc´u pozadinu, uputu i podrsˇku kako bi postali efikasni u rjesˇavanju problema.
Moraju naucˇiti kako rijesˇiti probleme i uvjezˇbati, ponekad nedostizˇnu, vjesˇtinu.
Nastavnici moraju biti svjesni da se razlicˇite strategije rjesˇavanja problema mogu koris-
titi za pruzˇanje elegantnog i ucˇinkovitog rjesˇenja problema. Nastavnici ponekad nesvjesno
prenesu na ucˇenike da postoji jedan i samo jedan nacˇin da se rijesˇi neki problem. Isto tako,
nastavnici mogu obeshrabiti ucˇenike od pokusˇaja rjesˇavanja problema na drugacˇiji nacˇin
ili mogu pak inzistirati na jedinstvenoj strategiji. Ucˇenici moraju biti slobodni izraziti
svoje miˇsljenje i svoj stav te probati ono sˇto misle da je nacˇin na koji zˇele rijesˇiti pro-
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blem, pa cˇak i ako taj pristup vodi u slijepu ulicu. Odgovor nije tako bitan kao postupak
rjesˇavanja koji se koristi za dobivanje rjesˇenja.
U prvom poglavlju uvest c´emo pregled rjesˇavanja problema, te c´emo proucˇiti faktore
koji nam otezˇavaju rjesˇavanje problema. Navest c´emo nekoliko primjera za svaki faktor
te pojasniti ih. Nakon toga uvodimo korake Georga Polya kako bi pomogli ucˇenicima
rjesˇavati probleme. Njih c´emo takoder pojasniti. Drugo poglavlje bavi se samom te-
mom ovoga rada, strategijama rjesˇavanja problemskih zadataka u kojemu ih navodimo 9
razlicˇitih te navodimo primjere svake od njih uz objasˇnjenje.
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1 Pregled rjesˇavanja problema
Dvije od najvazˇnijih vjesˇtina koje ucˇenici trebaju su kriticˇko miˇsljenje i rjesˇavanje
problema. Ucˇenici trebaju biti spremni primjeniti svoje znanje i trazˇe prave informacije
u cilju rjesˇavanja problema. Medutim, ova sposobnost nije urodena. Ucˇenici moraju
biti poucˇeni kako postaviti pitanje te moraju naucˇiti strategije koje c´e im pomoc´u u
rjesˇavanju problema sˇto dovodi do viˇse pitanja, viˇse problema i viˇse rjesˇenja. Djeca su
prirodno znatizˇeljna i ta znatizˇelja mora biti usmjerena i oblikovana tako da ucˇenici mogu
pristupiti i rijesˇiti probleme na kreativne i smislene nacˇine.
Prema americˇkom vijec´u nastavnika matematike (NTCM), ucˇenici bi trebali moc´i:
• izgraditi nova matematicˇka znanja kroz rjesˇavanje problema,
• rijesˇiti probleme koje se javljaju u matematici i drugim kontekstima,
• primjeniti i prilagoditi razine odgovarajuc´ih strategija za rjesˇavanje problema,
• pratiti i razmiˇsljati o procesu matematicˇkog rjesˇavanja problema.
Nastavnici moraju biti spremni voditi nastavu matematike kroz razgovor, kroz is-
trazˇivanje i rjesˇavanje problema. Drugim rijecˇima, rjesˇavanje problema je nacˇin poucˇavanja,
a ne predstavljanje zadataka s rijecˇima. Izlaganje ucˇenika samo sa tradicionalnim zada-
cima nije dovoljna. Na taj nacˇin im je dana nerealna poruka o nacˇinu kako c´e matematika
posluzˇiti u svijetu odraslih. Vec´ina problema s kojima se odrasli susrec´u zahtijevaju ma-
tematicˇko zakljucˇivanje i vjesˇtine koje se ne rijesˇavaju samo prevodenjem informacija u
matematicˇki zapis te izvrsˇavanjem matematicˇkih operacija.
Da bi funkcionirali u slozˇenom drusˇtvu koje se mijenja, potrebno je biti u moguc´nosti
rijesˇiti sˇirok niz problema. U stvarnom svijetu, problemi dolaze u raznim oblicima i
formama od kojih mnogi ukljucˇuju matematicˇke koncepte i primjene. Cˇesto postoji viˇse
moguc´ih strategija kako bi se rijesˇio jedan problem. Ucˇenici trebaju iskoristiti sva sredstva
koje su razvili, kao sˇto su znanje, iskustvo i intuicija. Nakon toga potrebno je analizi-
rati, predvidjeti, donositi odluke i procijeniti ishod njihovih rjesˇenja. Zbog ovih razloga,
izuzetno je vazˇno da ucˇenici pohadaju nastavu matematike koje ih priprema da postanu
ucˇinkoviti u pronalasku rjesˇenja.
Cˇesto se vec´i naglasak stavlja na algoritamski postupak, poznato kao aritmetika jer
je viˇse povijesno priznata i cijenjena u drusˇtvu. Aritmetika je u konacˇnici potrebna
za rjesˇavanje mnogih problema, ali vec´i naglasak treba staviti na to kako je koriˇstena u
stvarnom zˇivotu a ne samo za racˇunanje. Rjesˇavanje problema je mnogo viˇse nego trazˇenje
rjesˇenja. To je, u biti, sposobnost da se kreativno pristupi i odrede informacije o problemu
te provede rjesˇenje za taj problem.
Postoje mnoge situacije u ucˇionici pomoc´u kojih se mogu ilustrirati problemi stvarnoga
zˇivota. Na primjer, prikupljanje novca za izlet, racˇunanje koliko je autobusa potrebno za
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taj izlet, racˇunanje prosjeka ocjena i sl. To su vazˇni i relevantni nacˇini poducˇavanja ucˇenika
strategijama rjesˇavanja problema. Osim toga, predstavljanje ucˇenicima neprirodne pro-
bleme je takoder korisno u izgradnji njihovih sposobnosti u rjesˇavanju problema, jer to
podupire njihovo razumijevanje specificˇne strategije rjesˇavanja problema. Vrlo je zah-
tjevno ali i iznimno vazˇno da nudimo motivirajuc´e probleme koje poticˇu djecˇju prirodnu
znatizˇelju, omoguc´ujuc´i koriˇstenje vjesˇtina koje c´e im trebati kasnije.
1.1 Faktori koji otezˇavaju rjesˇavanje problema
Dodatno, u strategijama rjesˇavanja problema, vazˇno je da djeca prepoznaju da sama
struktura mozˇe predstavljati problem u problemu. Postoji sedam faktora koji ucˇenici
moraju biti u stanju prepoznati. Ti faktori su:
1. Pogresˇan redoslijed
2. Kljucˇne rijecˇi
3. Dodatni brojevi
4. Rijecˇima skriveni brojevi
5. Brojevi koji se podrazumijevaju
6. Viˇse koraka
7. Tocˇan matematicˇki rjecˇnik
Ucˇenici moraju biti upoznati sa svakim od tih faktora, te im moramo dati vremena
da unutar problema otkriju te faktore. Prepoznavanjem prije pokusˇavanja rjesˇavanja
problema, ucˇenik je sposoban suocˇiti se s problemom te c´e manje biti zbunjen. Faktore
moraju naucˇiti, a popis bi trebao biti prikazan u razredu tako da ih svi ucˇenici mogu
vidjeti u bilo kojem trenutku.
U nastavku je navedeno sedam faktora koji otezˇavaju rjesˇavanje problema i neke pre-
poruke kod poucˇavanja ucˇenika.
1. Pogresˇni redoslijed
Redoslijed brojeva vazˇan je kada se radi o oduzimanju i dijeljenju brojeva. Najraniji
otezˇavajuc´i faktor ucˇenik susrec´e u poretku u kojem se brojevi pojavljuju u razlicˇitim
problemima. Prikazˇimo to primjerima.
Razred: 6
Anin mladi brat tezˇi 17 kg, a njezin pas tezˇi 24 kg. Za koliko je pas tezˇi od njezinog
brata?
U ovom problemu ucˇenik ne samo da se bavi pogresˇnim redoslijedom, nego mora
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prepoznati da ovaj problem ukljucˇuje usporedbu oduzimanja. Ucˇenik pretpostavlja
da se radi o operaciji zbrajanja zbog redoslijeda brojeva i rijecˇi u zadatku. Umjesto
da prepoznaju potrebu za oduzimanjem, ucˇenik mozˇe lako biti zaveden da je ovo
problem gdje se nesˇto povec´ava, a usporedba tezˇina postaje otezˇavajuc´i faktor za
ucˇenika.
Razred: 7
Nogometna ekipa je na treningu popila 93
4
litara vode. Spremnik mozˇe sadrzˇavati 15
litara vode. Koliko vode je ostalo u spremniku?
U ovom problemu, ucˇeniku su dane informacije u suprotnom redoslijedu u kojemu
treba izracˇunati zadatak. Ucˇenik mora koristiti prvo vec´i broj kako bi postavio
tocˇan problem kojeg treba rijesˇiti.
Pogresˇan redoslijed - savjet za nastavu: Neka ucˇenici prvo analiziraju pitanje,
tj. ono sˇto se trazˇi u zadatku. Moramo naucˇiti ucˇenike da napiˇsu jednadzˇbu nakon
sˇto shvate koji tip rjesˇavanja im je potreban.
2. Kljucˇne rijecˇi
Kljucˇne rijecˇi se ucˇe u ranoj osnovnoj sˇkoli. Ucˇenici koji ovise o ovoj strategiji lako
se mogu prevariti. Sljedec´i primjer daje dvije razlicˇite situacije koje ucˇenicima pred-
stavljaju problem koji ucˇe rjesˇavati probleme s rijecˇima samo u potrazi za kljucˇnim
rijecˇima.
Razred: 3
Ivan je planirao silazak s vrha tornja spusˇtajuc´i se uzˇetom od 1000 metara. Toranj
se uzdiˇze 865 metara ravno prema gore. Koliko Ivan ima viˇska uzˇeta?
U ovoj situaciji, ne postoji kljucˇna rijecˇ koja bi pomogla ucˇeniku da prepozna ope-
raciju potrebnu za rjesˇavanje ovog problema.
Razred: 5
Marko je platio Luki 20.75 kn za kombinaciju 13 nogometnih kartica i neke kosˇarkasˇke
kartice. Svaku nogometnu karticu je platio 1.25 kn a svaku kosˇarkasˇku 0.75 kn. Ko-
liko kartica je Marko sveukupno kupio?
U ovoj situaciji kljucˇna je rijecˇ na rijecˇi sveukupno, sˇto ne mora znacˇiti da je samo
rijecˇ o zbrajanju, nego i o mnozˇenju i dijeljenju.
Kljucˇne rijecˇi - savjet za nastavu: Pokazati kako kljucˇne rijecˇi mogu biti varljive
i naglasiti vazˇnost cˇitanja cijelog problema prije rjesˇavanja. Najbolji savjet je da
su kljucˇne rijecˇi najkorisnije kada se pojavljuju neposredno prije upitnika. Takoder,
treba istaknuti kako neke kljucˇne rijecˇi mogu imati viˇse od jedne operacije. Na
primjer, rijecˇ sveukupno. U nizˇim razredima osnovne sˇkole se ucˇi da je to zbrajanje,
a mozˇe se koristiti i za mnozˇenje.
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3. Dodatni brojevi
Problemi s previˇse brojeva mogu biti vrlo tesˇki za ucˇenike. Nesigurni su prilikom
odabira pravih brojeva. U nastavku su prikazani primjeri ovog otezˇavajuc´eg faktora.
Razred: 6
Lea, Ana i Helena skupljaju klikere. Lea ima 152 klikera u svojoj kolekciji, Ana ima
149 klikera, a Helena 126. Koliko klikera Lea ima viˇse od Ane?
U ovom problemu, postoje tri seta brojeva, ali jedan set nam nije potreban da bi se
problem rijesˇio.
Razred: 5
Alen se natjecao u skoku u dalj u kojem je dobio tri pokusˇaja. Na prvom skoku
postigao je rezultat od 3 metra i 83
4
centimetara. U drugom skoku, postigao je rezultat
od 3 metra i 111
2
centimetara, a u poslijednjem 3 metra i 81
4
centimetara. Za koliko
je bio dulji njegov najduzˇi skok od najkrac´eg?
Dodatni brojevi - savjet za nastavu: Naucˇiti ucˇenike da se bave ovim otezˇavajuc´im
faktorom tako da rasprave o brojevima i njihovim odnosima u pricˇi. Treba raspraviti
o tome zasˇto dodatni broj ili brojeve treba eliminirati.
4. Rijecˇima skriveni brojevi
Ucˇenici cˇesto trazˇe kljucˇne rijecˇi u problemu. Tako ne daju problemu puno pazˇnje.
Pisanje jednog od tih brojeva u obliku rijecˇi komplicira ovu strategiju. Pogledajmo
primjere.
Razred: 7
Tisuc´u gledatelja dosˇlo je gledati planinara Davida. Ako je prosjecˇan gledatelj po-
trosˇio 20 kn za putovanje na planinu, koliko je novca potrosˇeno na putovanje?
Razred: 7
Julia ima novcˇanicu od 100 kn za kupnju majice, a majicu koju je pronasˇla kosˇta
80 kn. Na blagajni joj je prodavacˇ rekao da je ta majica na sniˇzenju dvadeset posto.
Koliko joj je ostatak novca blagajnik vratio?
Rijecˇima skriveni brojevi – savjet za nastavu: Naucˇite ucˇenike prvo da
pronadu broj skriven rijecˇima. Kada ucˇenici naucˇe prepoznati takav broj, dajte
im da vjezˇbaju pronalazˇenje tih brojeva. Kada ih pronadu, neka istaknu tu rijecˇ u
zadatku.
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5. Brojevi koji se podrazumijevaju
Ovi problemi su cˇesto povezani s problemima koji sadrzˇe josˇ jedan otezˇavajuc´i faktor.
Problem ne bi mogao predstaviti dovoljno informacija ili jedan od nuzˇnih brojeva
za rjesˇavanje problema koji se podrazumijevaju u izrazu, kao sˇto je mjerenje pojma.
Pogledajmo primjere.
Razred: 5
Ani je potrebno mlijeko za kolacˇ kojeg pecˇe za prodaju. Otiˇsla je u trgovinu i kupila
jednu litru mlijeka te je iskoristila jednu sˇalicu mlijeka za kolacˇ. Koliko joj je mlijeka
ostalo nakon sˇto je napravila kolacˇ?
U ovom problemu, ucˇenici mogu usporediti jednu sˇalicu sa jednom litrom i pretpos-
taviti da je potrosˇila cijelo mlijeko. Ovdje ucˇenik mora znati koliko sˇalica ima u
jednoj litri.
Razred: 5
Na satu biologije ucˇenici trebaju sagraditi vrt za leptire koji ima povrsˇinu od 1571
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kvadratnih metara. Duljina podrucˇja je 5 kilometara. Kolika je sˇirina podrucˇja?
Brojevi koji se podrazumijevaju – savjet za nastavu: Naucˇite ucˇenike da
trazˇe rijecˇi koje se podrazumijevaju. Vjezˇbanjem neka naglase te rijecˇi i neka ih
pretvore u odgovarajuc´i kontekst brojeva. Takoder, neka provjere da li su ti brojevi
potrebni u zadatku ili su navedeni kao dodatna informacija.
6. Viˇse koraka
Problemi s viˇse koraka su izuzetno tesˇki za ucˇenike. Oni c´e cˇesto izvrsˇiti samo jedan
korak ili c´e izvrsˇiti oba koraka ispravno, ali c´e njihovi izracˇuni biti krivi vec´ u prvom
koraku koji u konacˇnici daje netocˇno rjesˇenje.
Razred: 3
Goran je ubrao 24 jabuke ujutro i 30 poslijepodne. Njegova baka ima nekoliko vrec´ica
i zamolila ga je da u svaku vrec´icu stavi po 6 jabuka. Koliko vrec´ica Goran mozˇe
popuniti?
Nakon sˇto ucˇenik prepoznaje da se radi o problemu s viˇse koraka, mora odrediti
koje operacije je potrebno izvrsˇiti. U ovom problemu ucˇenik mozˇe prvo zbrojiti sve
jabuke pa ih podijeliti u grupe po 6 jabuka ili c´e podijeliti oba broja u grupe po sˇest
i zbrojiti ta dva kolicˇnika. Obje strategije daju isti rezultat.
Razred: 7
Gospodin Jan kupio je 3 okvira za slike za 64.50 kn. Ako je pojedini okvir kosˇtao 20
kn bez poreza, koliko poreza je platio za 3 okvira?
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Viˇse koraka – savjet za nastavu: Uvedite ovaj otezˇavajuc´i faktor nakon sˇto
savladaju sve druge faktore. Predstavite problem demonstracijom i pokazivanjem
uobicˇajenih koraka koje su potrebne za rjesˇavanje ovakvih tipova problema.
7. Tocˇan matematicˇki rjecˇnik
Koristec´i tocˇnu terminologiju povec´avamo potesˇkoc´e u problemu. Ucˇenici moraju
biti u stanju interpretirati matematicˇki rijecˇnik da razumiju situaciju. Takoder,
moraju biti u moguc´nosti identificirati moguc´e jednadzˇbe povezane s pojmovima
kako bi rijesˇili problem. Pogledajmo primjere.
Razred: 7
Cˇetiri razreda skupljala su novac za dobrotvorne svrhe. 7. razred skupio je 320 kn, 8.
razred je skupio 180 kn, a 5. razred 165 kn. Kolika je srednja vrijednost prikupljenog
novca?
Razred: 8
Koliki je volumen sfere koja ima radijus od 8 metara?
Tocˇan matematicˇki rjecˇnik – savjet za nastavu: Utvrdite uobicˇajene mate-
maticˇke pojmove. Cˇesto se problemi s rijecˇima koriste za mjerne jedinice i geome-
trijske pojmove. Primjeri ovog faktora su za opseg, obujam i povrsˇina.
1.2 Poucˇavanje otezˇavajuc´ih faktora
Svaki otezˇavajuc´i faktor treba poducˇavati odvojeno, a ucˇenici trebaju vremena za
otkrivanje tih faktora u zadacima. Sljedec´i postupak je nacˇin na koji to mozˇemo postic´i.
• Predstaviti otezˇavajuc´i faktor.
• Dati ucˇenicima nekoliko zadataka s rijecˇima, neke sa otezˇavajuc´im faktorima a neke
bez njih.
• Postoje dvije opcije uvjezˇbavanja:
1. Neka ucˇenici pronadu sve zadatke s otezˇavajuc´im faktorima koje su naucˇili i
neka naznacˇe dio u zadatku gdje je naveden taj faktor. To im pomazˇe da
usmjere pozornost na otezˇavajuc´i faktor a ne nuzˇno na operaciju koju trebaju
izracˇunati.
2. Neka ucˇenici rijesˇe problem s otezˇavajuc´im faktorom samo nakon sˇto utvrde o
kojem se faktoru radi.
• Uvesti novi otezˇavajuc´i faktor nakon sˇto savladaju trenutni faktor.
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• Nakon sˇto se svaki novi otezˇavajuc´i faktor uvede i ucˇenici uvjezˇbaju prepoznati ih
u problemu, onda su ucˇenici u moguc´nosti da obrade probleme koje sadrzˇe viˇse od
jednog otezˇavajuc´eg faktora. Kada ucˇenici prepoznaju koji je otezˇavajuc´i faktor u
zadatku, neka ga naznacˇe i ispiˇsu koji je faktor u pitanju.
• Za nastavak vjezˇbanja, kako ucˇenici ulaze u ucˇionicu, dajte im po jedan problem
na papiric´u koji sadrzˇi otezˇavajuc´i faktor. Neka ucˇenici oznacˇe ili identificiraju o
kojem se otezˇavajuc´em faktoru radi u problemu i neka rijesˇe problem. Ova vjezˇba
je dobra za motivaciju sata.
1.3 Proces rjesˇavanja problema
Kada u nastavi govorimo o rjesˇavanju problema, vazˇno je da ih predstavimo ucˇenicima
kao metodu pristupanja svih problema. Za mnoge ucˇenike je najtezˇi dio rjesˇavanja pro-
blema pronac´i polaznu tocˇku. George Polya (1973) predlozˇio je cˇetiri koraka kako bi
pomogli djeci rijesˇiti problem:
1. Razumijevanje problema
2. Stvaranje plana
3. Provodenje osmiˇsljenog plana
4. Osvrt na rjesˇenje
Njegova metoda je sistematski pristup rjesˇavanju problema koji pruzˇa smjernice pomoc´u
kojih se prolazi kroz proces rjesˇavanja mnogih vrsta problema.
1. Razumijevanje problema
Razumijevanje problema ukljucˇuje tumacˇenje znacˇenja problema i na koja pitanja
treba odgovoriti da se rijesˇi problem. Ucˇenici trebaju temeljito razumjeti problem
kako bi mogli utvrditi koje je pitanje postavljeno kako bi rijesˇili problem te ga
ponoviti svojim rijecˇima.
Kako to izgleda u razredu?
• Ucˇenici trebaju procˇitati problem pazˇljivo dok ne shvate sˇto se dogada u za-
datku i koje su informacije potrebne za rjesˇavanje problema.
• Ucˇenici trebaju naglasiti ili istaknuti nepoznate rijecˇi, a zatim utvrditi znacˇenje
tih rijecˇi.
• Ucˇenici trebaju pronac´i i odbaciti nepotrebne informacije. Takoder trebaju
otkriti podatke koji nedostaju kako bi rijesˇili problem.
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• Ucˇenici bi trebali postavljati pitanja kao Sˇto se trazˇi u zadatku? i Koje su
informacije bitne za rjesˇavanje problema?
• Dozvolite da ucˇenici raspravljaju o problemu s drugim ucˇenicima, jer ponav-
ljanjem problema njihovim rijecˇima je nuzˇno.
• Ako ucˇenici imaju potesˇkoc´a s cˇitanjem ili razumijevanjem problema, trebali
bi rasˇcˇlaniti recˇenicu po recˇenicu.
Smijesˇno je odgovarati na pitanja na koje ne znate odgovor. To se cˇesto dogada,
u sˇkoli i izvan sˇkole ali nastavnici trebaju nastojati sprijecˇiti takve stvari na satu.
Ucˇenici trebaju razumjeti problem, i ne samo razumjeti nego i prizˇeljkivati rjesˇenje.
Zadatak treba biti pomno odabran, ne pretezˇak i ne prelagan. Da bude prirodan i
zanimljiv.
Prije svega, verbalni iskaz problema treba biti razumljiv. Nastavnik mozˇe pregledati
zadatke prije nego sˇto ih zada na satu. Nakon sˇto nastavnik prezentira zadatak,
treba zadati ucˇenicima da ponove zadatak, a oni bi trebali tecˇno iskazati problem.
Ucˇenici bi trebali moc´i istaknuti kljucˇne dijelove problema, tj, nepoznanicu, podatke
i uvjete. Ako nisu u moguc´nosti to napraviti, onda ih nastavnik pitanjima treba
dovesti do tih podataka.
Ako postoji slika vezana za zadatak, ucˇenici bi trebali skicirati sliku i istaknuti
nepoznate dijelove. Nuzˇno je da uvedu prikladne oznake za sve objekte, posvetivsˇi
pazˇnju na prikladan odabir znaka. Postoji pitanje koje mozˇemo iskoristiti s tim da
ne ocˇekujemo tocˇan odgovor nego pogadanje: Je li moguc´e zadovoljiti uvjet?
2. Stvaranje plana
Stvaranje plana znacˇi da ucˇenik mora odabrati strategiju koja c´e mu pomoc´i pri
rjesˇavanju problema. U mnogim problemima postoji viˇse od jedne primjenjive stra-
tegije. Ucˇenik mora izabrati jednu koja ima smisla za njega te koja c´e mu pomoc´i
oko rjesˇavanja problema.
Kako to izgleda u razredu?
• Ucˇenici bi trebali napraviti popis moguc´ih nacˇina rjesˇavanja problema.
• Ucˇenici bi trebali analizirati svoj popis te izabrati jednu strategiju za koju
smatraju da c´e im pomoc´i rijesˇiti problem vrlo ucˇinkovito.
• Ucˇenici bi trebali raspraviti s drugim ucˇenicima o moguc´im nacˇinima rjesˇavanja
problema ako imaju problema pri odabiru najbolje strategije.
Plan cˇesto imamo kada znamo (ili ako znamo barem skicu) koje racˇunske operacije,
racˇunanje ili konstrukciju trebamo koristiti da bi dobili nepoznanicu. Put od ra-
zumjevanja problema do stvaranja plana mozˇe biti dug i vijugav. Zapravo, glavni
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zgoditak rjesˇavanja problema je osmisliti plan. Ideja mozˇe rasti postepeno ili mozˇe
sinuti nakon nekoliko neuspjesˇnih pokusˇaja. Najbolje sˇto nastavnik mozˇe ucˇinuti je
nametnuti neku ideju. Sˇtoviˇse, pitanja i prijedlozi tijekom rasprave mogu nametnuti
ideju. Da bi razumjeli ucˇenikovu poziciju, trebamo se prisjetiti kako je nama bilo
kada smo rjesˇavali takve probleme.
Znamo da je tesˇko dobiti ideju ako imamo malo znanja o temi, a nemoguc´e ako
nemamo nikakva saznanja. Dobre ideje su bazirane na prijasˇnja iskustva i prije
stecˇena znanja. Cˇisto prisjec´anje nije dovoljno za ideju, ali isto tako ne mozˇemo
imati dobru ideju bez prisjec´anja nekih relevantnih cˇinjenica. Materijali potrebni
za rjesˇavanje matematicˇkog problema su odredene relevantne stavke nasˇeg nekada
stecˇenog znanja iz matematike kao ranije rjesˇeni problemi ili ranije dokazani teoremi.
Stoga je cˇesto prikladno zapocˇeti rad pitanjem: Znate li neki srodan problem?
Potesˇkoc´a je u tome sˇto postoji previˇse problema koje su nekako povezani s nasˇim
trenutnim problemom, tj. da imaju nesˇto zajednicˇko. Kako mozˇemo odabrati jedan
ili viˇse, koji su nam korisni? Postoji ideja koje stavlja prst na bitnu zajednicˇku
tocˇku. Pogledaj nepoznanicu! I pokusˇaj se sjetiti njemu slicˇnog problema koji ima
istu ili slicˇnu nepoznanicu. Ako uspijemo u pronalasku nekada rijesˇenog problema
koji je usko povezan s nasˇim problemom, imamo srec´e.
3. Provodenje osmiˇsljenog plana
Provodenje plana znacˇi da se zapravo rijesˇi problem. Ucˇenicima treba osigurati jasnu
uputu o strategiji rjesˇavanja problema koju oni mogu pratiti tijekom rjesˇavanja. Oni
trebaju raditi na svakom dijelu problema koristec´i strategije koje su odabrali sve dok
ne pronadu rjesˇenje zadanog problema.
Kako to izgleda u razredu?
• Ucˇenici bi trebali organizirano zabiljezˇiti svoje korake rjesˇavanja problema tako
da mogu vidjeti svoj rad i odlucˇiti da li strategija koju su odabrali daje potrebne
rezultate.
• Ako ucˇenik negdje zapne kod rjesˇavanja, mogu pregledati svoj rad kako bi bili
sigurni da nisu napravili bilo kakvu pogresˇku prilikom racˇunanja.
• Ako odabrana strategija nije dobra za zadani problem, ucˇenici bi se trebali vra-
titi na svoj popis strategija i odabrati drugacˇiji pristup za rjesˇavanje problema.
Smisliti plan i osmisliti ideju za rjesˇavanje nije lako. Puno toga treba da bi us-
pjeli: stecˇena prijasˇnja znanja, dobre mentalne navike, koncentraciju i dobru srec´u.
Provesti plan je puno laksˇe, ono sˇto trebamo jest samo strpljenje.
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Plan nam daje generalnu skicu, mi se trebamo uvjeriti da detalji stanu u nasˇu
skicu, te trebamo provjeriti detalje jedan po jedan, strpljivo, dok sve nejasnoc´e ne
razjasnimo. Glavna opasnost je da ucˇenik zaboravi svoj plan sˇto se vrlo lako dogada.
Trebamo se uvjeriti u ispravnost koraka u nasˇem rasudivanju ”intuitivno” ili ”for-
malno”. Mozˇemo se koncentrirati na tocˇku u pitanju sve dok ne vidimo da nam
je sve jasno i razgovjetno te da nemamo sumnje da je korak ispravan. U nekim
slucˇajevima, nastavnik mozˇe istaknuti razliku izmedu ”vidjeti” i ”dokazati”: Da li
jasno vidite da je korak ispravan? Da li mozˇesˇ dokazati da je korak ispravan?
4. Osvrt na rjesˇenje
Osvrt na rjesˇenje znacˇi da trebamo ispitati rjesˇenje dobivene odabranom strategijom
rjesˇavanja problema. Ovaj korak u procesu rjesˇavanja problema poticˇe ucˇenike da
razmiˇsljaju o strategijama koje su izabrali te generalizirati problem kako bi bio
primjenjiv za buduc´e probleme.
Kako to izgleda u razredu?
• Ucˇenici moraju ponovno procˇitati problem i provjeriti da li rjesˇenje zadovoljava
uvjete navedene u problemu te odgovoriti na pitanje na odgovarajuc´i nacˇin.
• Ucˇenici se sami moraju pitati pitanja kao Da li moje rjesˇenje ima smisla? i
Je li moje rjesˇenje logicˇno i razumno?
• Ucˇenici trebaju ilustrirati ili napisati svoje misaone procese, procjene i pristupe.
To c´e im pomoc´i da vizualiziraju korake koje su uzeli za rjesˇavanje problema
te kod generalizacije svoga rada.
• Trebamo omoguc´iti ucˇenicima priliku da rasprave s drugim ucˇenicima o rjesˇenjima
te kako su dosˇli do njih.
• Ucˇenici trebaju uzeti u obzir da li je moguc´e da rijesˇe problem na jednostavniji
nacˇin.
Kada ucˇenici dobiju rjesˇenje problema i kada ga zapiˇsu, cˇak i oni dobri ucˇenici
spakiraju knjige u torbu i cˇekaju kraj sata. Ako im dopustite, propusˇtate bitan i
poucˇan dio posla. Osvrtom na izracˇunato rjesˇenje mozˇete ucˇvrstiti njihovo znanje
i razviti sposobnost rjesˇavanja problema. Dobar nastavnik mora shvatiti i utisnuti
ucˇenicima stav da nema problema koji je u potpunosti iscrpljen. Uvijek ostaje nesˇto
za napraviti. S dovoljno znanja i vjesˇtine, uvijek mozˇemo unaprijediti svako rjesˇenje,
i u svakom slucˇaju, poboljˇsati nasˇe razumijevanje rjesˇenja.
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2 Strategije rjesˇavanja problemskih zadataka
Problemski zadaci mogu se rijesˇiti primjenom razlicˇitih heuristicˇkih strategija. Nastav-
nici trebaju ucˇenike upoznati s tim specificˇnim strategijama koje mogu primijeniti Polyn
pristup rjesˇavanja problema. Sljedec´ih 9 strategija mogu se primjeniti na veliki izbor
rjesˇavanja problemskih zadataka:
• Ispisivanje sustavnih listi
• Metoda pokusˇaja i promasˇaja
• Rjesˇavanje srodnog jednostavnijeg problema
• Metoda oponasˇanja i simulacije
• Metoda rjesˇavanja unatrag
• Pronalazˇenje uzorka
• Logicˇko zakljucˇivanje
• Crtanje dijagrama
• Promjena fokusa
U narednim podnaslovima pruzˇit c´emo osnovne informacije o svakoj strategiji, pos-
tupke za poducˇavanje svake strategije te modele problema i rjesˇenja za razlicˇite uzraste
viˇsih razreda osnovne sˇkole.
2.1 Ispisivanje sustavnih listi
Ispisivanje sustavnih listi ili organiziranje podataka je vazˇan korak u analizi bilo kojeg
skupa podataka. Ponekad su podaci brojevi (kao sˇto se i ocˇekuje), a ponekad bi to mo-
glo biti vizualne prirode. Na primjer, trebamo razmotriti problem odredivanja najkrac´eg
puta od odredene tocˇke do odrediˇsta. Organizirali bi i ispisali rute prema neposrednoj
blizini te bi prema toj listi dobili znacˇajan faktor u odabiru najbolje rute. Neki pro-
blemi u matematici predstavljaju veliku kolicˇinu podataka. Nacˇin na koji se ti podaci
organiziraju mozˇe uvrditi da li se problem mozˇe rijesˇiti ili ne. Jedan nacˇin organiziranja
podataka u problemu je tablica. Na primjer, u mnogim problemima koji ukljucˇuju stra-
tegiju pogadanja rjesˇenja, tablica pruzˇa izvrstan nacˇin prac´enja podataka i odredivanja
da li c´e iduc´e pogadanje biti vec´e ili manje. Organizirana lista se cˇesto koristi umjesto
tablica a mozˇe biti i malo manje formalna. Oba nacˇina obavljaju istu funkciju, to jest,
oni se koriste da pratimo podatke u problemu i vode ka putu prema svom rjesˇenju. U
nekim problemima, sama lista mozˇe biti odgovor na pitanje u zadatku.
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2.1.1 Primjena ispisivanja sustavnih listi
Razmotrimo sljedec´i problem:
David i Lea sudjeluju u humanitarnom teniskom turniru. Prvi igracˇ koji je osvojio ili
dvija uzastopna mecˇa ili ukupno tri mecˇa osvaja susret. Na koliko nacˇina se mozˇe njihov
susret odigrati?
Rjesˇenje: Ovaj problem mozˇemo pocˇeti rjesˇavati ispisivanjem svih moguc´ih scenarija.
Pretpostavimo da je Lea osvojila prvi mecˇ, drugi gubi i pobjeduje u trec´em i cˇetvrtom
mecˇu. Isto tako, David mozˇe pobijediti prvi mecˇ, drugi gubi i pobjeduje u trec´em i
cˇetvrtom mecˇu itd. Ocˇito da imamo previˇse nacˇina da obuhvatimo sve. U pocˇetku se
cˇini da postoje previˇse razlicˇitih nacˇina za racˇunanje. Medutim, organiziramo li podatke
na poman nacˇin cˇinec´i popis svih moguc´nosti. Prva polovica popisa sadrzˇi sve dobitne
situacije kada Lea osvaja prvi mecˇ a druga polovica popisa sadrzˇi sve pobjede kada David
osvaja prvi mecˇ.
Lea - prvi mecˇ David - prvi mecˇ
LL DD
LDD DLL
LDLL DLDD
LDLDL DLDLD
LDLDD DLDLL
Dakle, postoji deset moguc´ih nacˇina na koje se turnir mozˇe odigrati.
Ucˇenici ne moraju nuzˇno imati sposobnost ucˇinkovitog organiziranja podataka kao
nacˇin za rjesˇavanje problema. Velika vec´ina takvih ucˇenika u pocˇetku mozˇe biti zbunjena
ali isto tako mogu biti zbunjena kada se suocˇe s mnogim drugim problemima u ovom radu.
Ne znajuc´i gdje i kako zapocˇeti zadatak, prije c´e se odlucˇiti na metodu pogadanja nego
na organiziranje liste ili tablice. Iako ih to mozˇe dovesti do rjesˇenja, nazˇalost nedosta-
tak sustavnog razmiˇsljanja daje malo sigurnosti. Sposobnost da organiziraju podatke za
rjesˇavanje problema je nesˇto sˇto nastavnici trebaju poducˇiti a ucˇenici uvjezˇbati i naucˇiti.
Ovi problemi trebaju pruzˇiti adekvatnu vjezˇbu. Ucˇenici moraju znati kako cˇitati tablice,
kako prepoznati i interpretirati pravilnost i odnose, te kako izabrati tocˇan odgovor imajuc´i
na vidu prirodu rjesˇavanja problema, sve dok je organiziranje podataka odgovarajuc´a teh-
nika za tocˇno rjesˇenje.
2.1.2 Primjeri
Primjer 1. (Razred: 6) Josipa ima 55 blokova koje treba slozˇiti u trokut u izlog trgovine.
Ona zˇeli da na vrhu trokuta stoji jedan blok, red ispod njega dva bloka, pa onda tri bloka
i tako dalje. Je li moguc´e napraviti trokut od svih 55 blokova, i ako je tako, koliko redova
c´e trokut imati?
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Rjesˇenje: Pocˇnimo s vrhom nasˇeg trokuta s jednim blokom te nastavljamo sve dok
ne iskoristimo svih 55 blokova. To se najbolje mozˇe ucˇiniti kreiranjem tablice za prac´enje
obrnutog postavljanja blokova.
Broj retka Broj blokova u retku Ukupan broj blokova
1 1 1
2 2 3
3 3 6
4 4 10
5 5 15
6 6 21
7 7 28
8 8 36
9 9 45
10 10 55
Iz tablice vidimo da c´emo u desetom retku iskoristiti svih 55 blokova.
Odgovor: Moguc´e je slozˇiti trokut od 55 blokova u 10 redaka.
Primjer 2. (Razred: 5) Prosinac je dvanaesti mjesec u godini i ima dva zanimljiva
datuma, 12. prosinac i 24. prosinac jer su to viˇsekratnici broja 12. Koliko dana u
neprijestupnoj godini su viˇsekratnici od njegovog broja mjeseca?
Rjesˇenje: Za trazˇenje datuma koji su viˇsekratnici od njegovog broja mjeseca mozˇemo
organizirati popis da bi imali bolji uvid u problem. Kako bi rijesˇili problem, potrebno je
navesti mjesec, njegov broj i onda datume koji su viˇsekratnici tog broja.
Mjesec Redni broj mjeseca Viˇsekratnici Ukupan broj viˇsekratnika
Sijecˇanj 1 svi 31
Veljacˇa 2 parni datumi 14
Ozˇujak 3 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30 10
Travanj 4 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28 7
Svibanj 5 5, 10, 15, 20, 25, 30 6
Lipanj 6 6, 12, 18, 24, 30 5
Srpanj 7 7, 14, 21, 28 4
Kolovoz 8 8, 16, 24 3
Rujan 9 9, 18, 27 3
Listopad 10 10, 20, 30 3
Studeni 11 11, 22 2
Prosinac 12 12, 24 2
15
Zbrajanjem ukupnog broja viˇsekratnika za svaki mjesec dobit c´emo nasˇ odgovor.
Odgovor: Ima 90 dana koji su viˇsekratnici od svog broja mjeseca.
Primjer 3. (Razred: 4) Sutra je prvi dan sˇkole i Lana bira odjevnu kombinaciju. Ima
crne i zelene hlacˇe, 3 bluze (crvenu, sˇarenu i kariranu) te 2 veste (bezˇ i bijelu). Koliko
razlicˇitih kombinacija mozˇe napraviti ako pri tome koristi jedan par hlacˇa, jednu bluzu i
jednu vestu?
Rjesˇenje: Postoji mnogo moguc´nosti. Sastavimo listu svih kombinacija koje Lana
mozˇe odabrati. Pripazimo samo da lista bude organizirana tako da obuhvatimo sve
moguc´nosti.
Hlacˇe Bluza Vesta
Crne Crvena Bezˇ
Crne Crvena Bijela
Crne Sˇarena Bezˇ
Crne Sˇarena Bijela
Crne Karirana Bezˇ
Crne Karirana Bijela
Zelene Crvena Bezˇ
Zelene Crvena Bijela
Zelene Sˇarena Bezˇ
Zelene Sˇarena Bijela
Zelene Karirana Bezˇ
Zelene Karirana Bijela
Organizirana lista ukljucˇuje sve moguc´e odjevne kombinacije koje Lana mozˇe odabrati
te nam daje drugacˇiji princip rjesˇavanja problema iz kojeg ucˇenici mogu imati koristi. Oni
iz ove liste mogu vidjeti da postoje tri moguc´nosti za odabrati bluzu, a dvije moguc´nosti
za izabrati vestu. To znacˇi da postoje 3 × 2 = 6 moguc´ih kombinacija za crne hlacˇe.
Buduc´i da postoje dvije vrste hlacˇa (crne i zelene), mozˇemo udvostrucˇiti broj kombina-
cija pa dobijemo 12.
Odgovor: Lana mozˇe kombinirati odjec´u na 12 moguc´ih nacˇina.
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2.2 Metoda pokusˇaja i promasˇaja
Metodu pokusˇaja i promasˇaja koristimo u svakodnevnom zˇivotu i cˇesto nismo ni svjesni
toga. Na primjer, kada mijesˇamo boje kako bi dobili onu odgovarajuc´u, pokusˇavamo i
mijesˇamo boju sve dok ne dobijemo zˇeljeni rezultat. Iako ova strategija ne zvucˇi vrlo
matematicˇki, cˇesto je koriˇstena metoda. Ova strategija je izuzetno snazˇna i vrlo ko-
risna. Ucˇenik pogada rezultat (i to mora biti inteligentan pogodak, a ne samo slucˇajan
ubod u problem), a zatim nastavlja testirati taj pogodak prema uvjetima problema. Ako
pogadanje nije tocˇno, onda ucˇenik opet pogada. Svaki pogodak slijedi na temelju rezul-
tata dobivenih u prethodnim ispitivanjem. Ako je rezultat ispitivanja premalan, sljedec´i
pogodak bi trebao biti malo vec´i, odnosno ako je rezultat prevelik, sljedec´i pogodak bi
trebao biti manji. Obicˇno, tablica ili lista sluzˇe za organiziranje podataka iz svakog uzas-
topnog pogotka i rezultata tog pogotka. Proces se nastavlja sve dok ucˇenik ne dode do
pogotka koji rjesˇava problem.
2.2.1 Primjena metode pokusˇaja i promasˇaja
Razmotrimo sljedec´i problem:
Barbara rjesˇava test viˇsestrukog izbora od 20 pitanja. Test je ocjenjen sa +5 ako je
odgovor tocˇan a sa −2 u slucˇaju netocˇnog odgovora te 0 ako je pitanje izostavljeno. Ona
je postigla 44 boda iako je izostavila neka pitanja. Koliko pitanja je Barbara izostavila?
Rjesˇenje: Ovaj problem mozˇemo rijesˇiti algebarski. Neka je
x = broj pitanja s tocˇnim odgovorom
y = broj pitanja s netocˇnim odgovorom
z = broj izostavljenih pitanja
Zatim, uvjeti zadatka bi dali
x+ y + z = 20
5x− 2y + 0z = 44
Sada imamo dvije jednadzˇbe s tri nepoznanice. Takav sustav jednadzˇbi mozˇe se rijesˇiti
strategijom Diophantove analize. Medutim, ona takoder ima jednostavno rjesˇenje pomoc´u
metode pokusˇaja i promasˇaja. Ispitajmo broj pitanja na koje je Barbara odgovorila
tocˇno. Mora ih biti barem 10, jer ako je odgovorila na 9 ispravno, dobila bi 9× 5 = 45, i
oduzimanjem parnog broja, nikada ne bi mogla zavrsˇiti s 44 bodova.
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Tocˇno (+5) Netocˇno (-2) Izostavljeno Bodovi (44) Ukupan broj pitanja
8 Nemoguc´e 40− 2× (broj pogresˇaka)
9 Nemoguc´e 0 45− 2× (broj pogresˇaka)
10 3 7 44 20
11 Nemoguc´e
12 8 0 44 20
13 Nemoguc´e
14 13 0 44 21
Sa 10 tocˇnih rjesˇenja, Barbara bi imala 3 pogresˇna odgovora i rezultat od 44 boda.
Dakle, ona bi izostavila 7 pitanja. To je tocˇan odgovor, ali je li to jedini odgovor? Pretpos-
tavimo da je Barbara odgovorila na 11 pitanja tocˇno. Ne postoji nacˇin na koji je mogla
ostvariti 44 boda oduzimanjem parnog broja od 55. Dakle, 11 tocˇnih odgovora je ne-
moguc´e. Pretpostavimo da je tocˇno odgovorila na 12 pitanja. 12× 5 = 60 i 60− 16 = 44,
sˇto znacˇi da je imala 12 tocˇnih, 8 netocˇnih odgovora te ni jedno izostavljeno pitanje.
Medutim, to nam je u kontradikciji s uvjetom problema. Ako je Barbara odgovorila na
13 pitanja tocˇno, nikako ne bi mogla ostvariti 44 boda kao i kod slucˇaja s 11 tocˇno odgo-
vorenih pitanja. Ako je, pak, na 14 pitanja odgovorila tocˇno, mogla bi doc´i do 44 boda
ako bi imala 13 netocˇnih odgovora sˇto bi premasˇilo broj pitanja u testu. Nastavljajuc´i
ovim postupkom, vidimo da za 16 i 18 tocˇno odgovorena pitanja ne postoje rjesˇenja.
Dakle, rezultat od ’izostavljenih 7’ je jedino moguc´e rjesˇenje. Ovom metodom smo stigli
do odgovora na ucˇinkovit nacˇin sa sigurnosˇc´u u jedinstvenost rjesˇenja.
Kao sˇto smo vec´ naglasili, vazˇnost ove strategije je da ucˇenik iznese niz pogadanja.
Postupak pocˇinje informiranim pogotkom. Ovaj korak je bitan i pocˇiva na ucˇenikovom
predznanju matematike te kako se problem mora kontekstualizirati. Na primjer, u nasˇem
navedenom problemu moramo razumjeti da negativan broj bodova mozˇe biti posljedica
oduzimanja, te da su za ocjenu odredeni pravi ili krivi odgovori dobiveni mnozˇenjem. Iako
se sve to mozˇe cˇiniti ocˇigledno, ucˇenicima nije ugodno kad su takvi problemi u pitanju i kao
posljedica njihovih nesporazuma cˇine neuspjesˇna nagadanja. Velik dio njihove zbunjenosti
i frustracija mozˇe biti od kratke diskusije odredenog problema s cijelim razredom prije
nego sˇto ucˇenici zapocˇnu samostalno ili grupno rjesˇavati problem. Sa mladim ucˇenicima
bi mozˇda bilo dobro da se slazˇu u inicijalnom pogotku koje donese zajedno cijeli razred.
Sljedec´i korak nije od manje vazˇnosti. Zanimljivi matematicˇki problemi su oni u kojima
se rjesˇenje ne nadzire lako. Dakle, nasˇe pocˇetno pretpostavljeno rjesˇenje cˇesto nije medu
odgovorima. U ovom slucˇaju, ucˇenici trebaju promijeniti svoj pocˇetni pokusˇaj u odnosu
na isti. Na primjer, ako se pretpostavlja da rjesˇenje jednadzˇbe
25 + x = 35
iznosi 5, provjera pokazuje da je 25 + 5 = 30. Dakle, bolji bi pogodak bio 6 jer nam
daje 31. Naknadna pogadanja bi mogla biti 8 i 11, dajuc´i sume 33 i 36 za redom. Ako smo
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zabiljezˇili ove pretpostavke i njihove posljedice, mozˇemo vidjeti da odgovor vjerojatno lezˇi
izmedu 8 i 11. Kao sˇto smo vec´ rekli, ucˇenike treba poticati da bi njihova nagadanja i
njihove posljedice svrstali u neku organiziranu formu. Takvi zapisi bit c´e od neprocjenjive
vrijednosti za naknadna pogadanja.
2.2.2 Primjeri
Primjer 4. (Razred: 6) Otac ima na raspolaganju 1600 kn koje treba podijeliti svojim
tima sinovima. Najstariji c´e dobiti 200 kn viˇse nego srednji sin. Srednji sin dobit c´e 100
kn viˇse od najmladeg sina. Koliko je novca dobio svaki sin?
Rjesˇenje: Mozˇemo koristi metodu pokusˇaja i pogresˇaka. Napravimo tablicu kako bi
imali pregled svih nagadanja i njihova testiranja.
Broj pogadanja Najmladi sin Srednji sin Najstariji sin Ukupno
1 100kn 200kn 400kn 700kn (premalo)
2 200kn 300kn 500kn 1000kn (i dalje premalo)
3 300kn 400kn 600kn 1300kn (i dalje premalo)
4 400kn 500kn 700kn 1600kn (pogodak!)
Dobivamo odgovor iz tablice.
Odgovor: Najmladi sin dobit c´e 400 kn, srednji 500 kn a najstariji 700 kn.
Primjer 5. (Razred: 6) Marija je ispekla 37 muffina za svoj tulum te ih je stavljala u
vrec´ice. Muffine od borovnice je stavljala po 5 u svaku vrec´icu, a cˇokoladne muffine po 3.
Koliko je Marija ispekla svake vrste kolacˇa?
Rjesˇenje: Organizirat c´emo nasˇa nagadanja u jednu tablicu. Stavit c´emo muffine od
borovnice u grupe po 5 te mozˇemo vidjeti koliko ih je ostalo od njih 37.
Borovnica Ukupno Cˇokolada
5 37 32 (Ne. 32 nije djeljiv s 3)
10 37 27 (Da. 27 je djeljiv s 3)
15 37 22 (Ne. 22 nije djeljiv s 3)
20 37 17 (Ne. 17 nije djeljiv s 3)
25 37 12 (Da. 12 je djeljiv s 3)
30 37 7 (Ne. 7 nije djeljiv s 3)
35 37 2 (Ne. 2 nije djeljiv s 3)
Tablica nam prikazuje da viˇse nema moguc´nosti u kojima dobivamo sumu 37.
Odgovor: Moguc´a su dva odgovora. Ili je ispekla 10 muffina od borovnice i 27
cˇokoladnih ili je ispekla 25 muffina od borovnice i 12 cˇokoladnih muffina.
19
Primjer 6. (Razred: 5) Jedan zolosˇki vrt posjeduje dvije bebe pande. Zovu se Cezar i
Donat. Ukupno je 105 posjetioca zolosˇkog vrta glasovalo za svog favorita. Cezar je dobio
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2
manje glasova nego Donat. Koliko je glasova dobila svaka panda?
Rjesˇenje: Tablica c´e nam pomoc´i da imamo pregled svih pogadanja. Pocˇnimo sa 50
glasova za Cezara te c´emo izracˇunati 21
2
viˇse glasova za Donata.
Cezar Donat Ukupno glasova
50 125 175 (previˇse)
40 100 140 (i dalje previˇse)
30 75 105 (Da!)
Odgovor: Cezar je dobio 30 glasova, a Donat 75.
2.3 Rjesˇavanje srodnog jednostavnijeg problema
Trebalo bi biti ocˇito da se neki problem obicˇno mozˇe rijesˇiti na viˇse nacˇina. Je-
dan jednostavniji nacˇin da se problem bolje izvede i koji obicˇno daje dobre rezultate je
da promijenimo zadani problem u njemu ekvivalentni problem kojeg je laksˇe rijesˇiti, tj.
pojednostavljivanje brojeva u zadanom problemu. To mozˇe ucˇenicima dati uvid u to
kako rijesˇiti izvorni problem. U nekim slucˇajevima, jednostavniji problem mozˇe ukljucˇiti
samo jednostavnije brojeve, ali se mozˇe pojednostaviti obzirom na jednostavniji slucˇaj
problema. Nakon sˇto ucˇenici rijesˇe jednostavniju verziju, mogu nastaviti na originalan
(mozˇda i slozˇeniji) problem.
2.3.1 Primjena metode rjesˇavanja srodnog jednostavnijeg problema
Razmotrimo sljedec´i problem:
Djelitelji broja 360 u sumi daju 1170. Koliki je zbroj svih reciprocˇnih djelitelja broja
360?
Rjesˇenje: Najocˇitije rjesˇenje bi bilo pronac´i sve djelitelje broja 360, uzeti njihove reci-
procˇne vrijednosti te ih zbrojiti. Djelitelji broja 360 su 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, . . . , 120, 180 i 360.
Njihove reciprocˇne vrijednosti su 1
1
, 1
2
, 1
3
, 1
4
, 1
5
, 1
6
, 1
8
, 1
9
, . . . , 1
120
, 1
180
, 1
360
. Zatim pronademo nji-
hov zajednicˇki nazivnik (na primjer, 360) te pretvorimo sve razlomke u njihove ekviva-
lentne razlomke te ih zbrojimo. Nazˇalost, vrlo je lako napraviti racˇunsku pogresˇku kao i
eventualno propustiti jedan ili viˇse djelitelja.
Ispitajmo jednostavniji ekvivalentni problem. Nadimo sumu reciprocˇnih vrijednosti
djelitelja broja 12 i pogledajmo da li nam to pomazˇe. Djelitelji broja 12 su 1, 2, 3, 4, 6
i 12. Njihov zbroj je 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28. Pronadimo sada zbroj reciprocˇnih
vrijednosti ovih faktora:
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+
1
2
+
1
3
+
1
4
+
1
6
+
1
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=
12
12
+
6
12
+
4
12
+
3
12
+
2
12
+
1
12
=
28
12
Dobili smo da je zbroj svih reciprocˇnih vrijednosti djelitelja broja 12 jednak zbroju
djeljitelja i da je nazivnik zapravo broj od kojeg smo uzeli sve djelitelje. Sada mozˇemo
rijesˇiti nasˇ originalni problem.
Zbroj svih djelitelja broja 360 je 1170. Dakle, zbroj svih reciprocˇnih vrijednosti mora
biti 1170
360
.
Ovo je nesˇto vjesˇtiji pristup rjesˇavanja problema. Ucˇenici moraju ispitati strukturu
problema i pokusˇati svesti problem na jednostavniji. Na primjer, to smo postigli gledajuc´i
na zbroj svih djelitelja broja 12, a ne 360. Ucˇenici c´e tada eksperimentirati s onim sˇto
opaze u strukturi problema. U prijasˇnjem primjeru, mozˇda zˇelimo provjeriti je li zbroj
reciprocˇnih vrijednosti faktora 24 ocˇekivan i umjesto generaliziranja rjesˇenja, potrebno je
generalizirati postupak rjesˇenja. Ucˇenici c´e ovu metodu tesˇko naucˇiti. Oni c´e, razumljivo,
pokusˇati koristiti pristup koji su pronasˇli u prethodnim metodama - mozˇda napraviti
tablicu ili pokusˇati pogoditi rjesˇenje. U teoriji c´e takvi pristupi dati odgovore na probleme
koje smo postavili, ali su vrlo dosadni. Moramo potaknuti ucˇenike na razmiˇsljanje, trazˇiti
alternativne i efektivne strategije. Nakon sˇto ucˇenici osjete eleganciju i snagu matematike,
dobit c´e i motivaciju za rad.
2.3.2 Primjeri
Primjer 7. (Razred: 7) Vlasnik zolosˇkog vrta ima nojeve i slonove u jednom dijelu
zolosˇkog vrta. Ukupan broj njihovih glava je 60 a nogu 180. Koliko svake vrste zˇivotinja
ima?
Rjesˇenje: Mozˇemo smanjiti slozˇenost problema i raditi s jednostavnijim ali i ekviva-
lentnim skupom brojeva. Podijelimo sve brojeve sa 10. Pokusˇajmo rijesˇiti problem s 6
glava i 18 nogu. Ovdje c´emo raditi s manjim brojevima pa c´emo se onda vratiti na izvorni
problem.
Nojevi imaju po dvije noge a slonovi po 4. Napravimo crtezˇ u kojem 0 predstavlja
glavu.
0 0 0 0 0 0
Sada, bilo da je u pitanju slon ili noj, ima najmanje dvije noge. Idemo oznacˇiti s ”//”
dvije noge kod svake glave.
0 0 0 0 0 0
// // // // // //
Ova racˇunica nam daje 12 nogu. Ostatak ide u paru na 3 glave.
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// // //
0 0 0 0 0 0
// // // // // //
Znacˇi, postoje 3 slona i 3 noja. Pomnozˇimo to sa 10 i pronasˇli smo odgovor na
nasˇ pocˇetni problem. (Prisjetimo se da smo podijelili sve brojeve sa 10 da bi radili s
jednostavnijim brojevima)
Odgovor: Vlasnik ima 30 nojeva i isto toliko slonova.
Primjer 8. (Razred: 7) Upitali su Mariju kako bi pronasˇla tri uzastopna parna broja
cˇija je suma 60. Koji su to brojevi?
Rjesˇenje: Koristit c´emo metodu rjesˇavanja srodnog jednostavnijeg problema. Pocˇet
c´emo s najmanjom parnom trojkom brojeva, pa c´emo probati iduc´u i tako sve dok ne
dodemo do necˇega sˇto mozˇemo iskoristiti.
2 + 4 + 6 = 12 Trojka pocˇinje s brojem 2 (sˇto je 1× 2)
4 + 6 + 8 = 18 Trojka pocˇinje s brojem 4 (sˇto je 2× 2)
6 + 8 + 10 = 24 Trojka pocˇinje s brojem 6 (sˇto je 3× 2)
8 + 10 + 12 = 30 Trojka pocˇinje s brojem 8 (sˇto je 4× 2)
Vidimo da se zbroj povec´ava za 6. Iznos c´e biti 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54 i 60. Mi
zˇelimo devetu sumu, tj. kad je zbroj 60. Tri uzastupna parna broja daju sumu koja
pocˇinje s 9× 2 ili 18. Mi c´emo uzeti 18 + 20 + 22 = 60.
Odgovor: Tri uzastopna parna broja cˇiji je zbroj 60 su 18, 20 i 22.
Napomena za nastavu: Ucˇenici mogu nastaviti dodavati sljedove tiju uzastopnih
brojeva sve dok ne pronadu sve sume i dok ne dodu do zbroja 60. Takoder, mozˇemo
pokazati ucˇenicima da je zbroj tri uzastopna parna broja zapravo tri puta uvec´an srednji
broj. Stoga, 60/3 = 20 sˇto je srednji broj te dobijemo preostala dva broja 18+20+22 = 60.
Primjer 9. (Razred: 7) Ako 3 kokosˇi nesu 4 jaja u 5 dana, koliko c´e dana trebati 12
kokosˇi da snesu 48 jaja?
Rjesˇenje: Umjesto da razmotrimo ovaj primjer u cijelosti, mozˇemo ga rijesˇiti kao par
jednostavnijih problema. Ako 3 kokosˇi nesu 4 jaja u 5 dana (tj. 3 kokosˇi = 4 jaja u 5
dana), onda mnozˇenjem broja jaja i kokosˇi dobijemo: 12 kokosˇi nesu 16 jaja u isto 5 dana
(odnosno 12 kokosˇi = 16 jaja u 5 dana). Da bismo dobili 48 jaja, moramo pomnozˇiti 16
jaja s 3. Pomnozˇimo broj dana i broj jaja s 3 da bi dobili 12 kokosˇi da nesu 48 jaja u 15
22
dana.
Odgovor: Bit c´e potrebno 15 dana da kokosˇke snesu 48 jaja.
Napomena za nastavu: Problem ukljucˇuje neke algebarske manipulacije ’odnosa’.
3 kokosˇi = 4 jaja (u 5 dana), pomnozˇimo obje strane ”jednadzˇbe” sa 3 i dobijemo 12
kokosˇi = 16 jaja (u 5 dana). Na slicˇan nacˇin sada imamo 16 jaja = 5 dana, pomnozˇimo
obje strane ”jednadzˇbe” sa 3 i dobijemo 48 jaja = 15 dana.
2.4 Metoda oponasˇanja i simulacije
Ova strategija je korisna u nizˇim razredima osnovne sˇkole. Ovdje djeca preuzimaju
ulogu problema i izvode neke akcije. Takoder, mogu koristiti materijale kao sˇto su zˇetoni,
cˇepovi, itd. za simuliranje akcija u problemu. Krajnja simulacija je da se koriste brojevi.
2.4.1 Primjena metode oponasˇanja i simulacije
Problem procjene broja pi kao omjer opsega kruzˇnice i njegovg promjera se cˇesto
razmatra u viˇsim razredima osnovne sˇkole. Jedno od rjesˇenja je mjerenje opsega i promjera
kruga, a zatim izracˇunati priblizˇnu vrijednost za pi. Takva aproksimacija je, naravno,
ogranicˇena na preciznost instrumenata za mjerenje. Medutim, u teoriji pomoc´u simulacije
mozˇemo izracˇunati pi za proizvoljan stupanj tocˇnosti.
Promotrimo krug radijusa 1. (Slika 1 )
Slika 1: Krug radijusa 1
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Povrsˇina kruga (pir2) prikazanog na slici je pi (imajte na umu da su povrsˇine izrazˇene
u centimetrima kvadratnim). Osjencˇano podrucˇje (cˇetvrtina kruga unutar kvadrata) ima
povrsˇinu pi
4
. Dakle, omjer povrsˇine osjencˇanog dijela kruga i povrsˇine kvadrata je
pi
4
1
= pi
4
.
Ovo mozˇemo zapisati u obliku:
pi =
4 · (Povrsˇina osjencˇanog dijela)
Povrsˇina kvadrata
Da bi procijenili te povrsˇine, a time i taj omjer, mozˇemo izracˇunati povrsˇinu pomoc´u
milimetarskog papira. Ucˇenici mogu procjeniti povrsˇinu osjencˇanog dijela i usporediti ga
sa povrsˇinom kvadrata. Tocˇnost c´e ovisiti o velicˇini kruga u odnosu na velicˇinu malih
kvadrata na milimetarskom papiru.
Ucˇenici mogu koristiti i softiciraniji pristup, tj. realizaciju tocˇke (x, y) na krugu radi-
jusa jedan. Dobivamo x2+y2 = 1. Sve tocˇke unutar kruga zadovoljavaju uvjet x2+y2 < 1.
Ako uzmemo relativno mali broj slucˇajno odabranih tocˇaka (x, y) od kojih je svaki ma-
nji od 1 kako bi bili sigurni da su i dalje u kvadratu, onda nam x2 + y2 govori da li
je tocˇka unutar ili izvan cˇetvrtine kruga. U donjoj tablici su tri vrijednosti x2 + y2
naznacˇene sa zvjezdicom te se one nalaze izvan kruga, ostavljajuc´i tako 17 tocˇaka unutar
kruga. Iz ovog malog skupa od 20 nasumicˇno odabranih tocˇaka mozˇemo aproksimirati
broj pi ≈ 4×17
20
= 3.4.
Ovakva aproksimacija broja pi temelji se na relativno malom uzorku tocˇaka, ali to c´e
omoguc´iti ucˇenicima da simuliraju postupak koji mozˇe dati solidan uvid u matematicˇki
koncept.
(x, y) x2 + y2
(0.75, 0.64) 0.9721
(0.24, 0.05) 0.0601
(0.63, 0.18) 0.4293
(0.38, 0.81) 0.8005
(0.25, 0.59) 0.4106
(0.12, 0.28) 0.0928
(0.36, 0.59) 0.4777
(0.91, 0.72) 1.34650*
(0.86, 0.04) 0.7412
(0.01, 0.05) 0.0026
(0.26, 0.95) 0.9701
(0.45, 0.27) 0.2754
(0.74, 0.07) 0.5525
(0.77, 0.99) 1.57300*
(0.45, 0.65) 0.6250
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(0.77, 0.53) 0.0293
(0.95, 0.11) 0.9140
(0.29, 0.40) 0.2441
(0.79, 0.14) 0.9050
(0.75, 0.73) 1.09540*
Ova strategija simulacije je srodna onome sˇto u stvarnom svijetu oznacˇavamo kao
rjesˇavanje problema. Ucˇenici poticˇu razvijanje matematicˇkih vjesˇtina za rjesˇavanje pro-
blema u kontekstu situacije koje smatraju poznatim. Medutim, takvu povezanost ne
mozˇemo uzeti zdravo za gotovo kao sˇto i ucˇenici izrazˇavaju drugacˇija iskustva u ucˇionicu.
Prema tome, to je nedostatak za sve probleme u stvarnom zˇivotu za sˇto je potrebno vre-
mena da se naucˇi. Problemi u ovoj strategiji su odabrani tako da cˇesto postoji nekoliko
jednakih valjanih i ucˇinkovitih rjesˇenja. Ucˇenike bi trebali poticati da medusobno podi-
jele i rasprave o rjesˇenjima. Trebali bi ostvariti komunikaciju s individualnim ili grupnim
izlaganjima. U svakom slucˇaju, kao sˇto smo vec´ i rekli, treba potaknuti kreativnost i ele-
ganciju, a istodobno zahtijevati da ucˇenici sustavno pristupe problemu. To nisu problemi
koji se rjesˇavaju tesˇkim aritmeticˇkim izracˇunom, nego kroz ostvarivanjem dobroga plana
i odabirom ucˇinkovite strategije.
2.4.2 Primjeri
Primjer 10. (Razred: 7) Uzmimo LEGO kockice za ovaj problem. Kockice predstavljaju
automobile u trajektu. Svaka kockica (automobil) ima onoliko broj ljudi koliko je i njezina
duzˇina. Dakle:
1 = Bijela kockica 2 = Crvena 3 = Zelena 4 = Plava 5 = Zˇuta
Imate jednu kockicu svake boje i duzˇine. Prikazˇite kako mozˇete izgraditi trajekt duzˇine
od 1 do 15.
Rjesˇenje: Neki se trajekti mogu napraviti na viˇse nacˇina. Prikazani su samo neki.
1 =B 6 = B+Zˇ ili C+P 11 = Zˇ+P+C
2 =C 7 = P+Z ili Zˇ+C 12 = Zˇ+P+Z
3 =Z 8 = Zˇ+Z ili P+Z+B 13 = Zˇ+P+Z+B
4 =P 9 = Zˇ+P 14 = Zˇ+P+Z+C
5 =Zˇ 10 = Zˇ+P+B 15 = Zˇ+P+Z+C+B
Ucˇenike bi trebali poticati kako bi pronasˇli alternativne nacˇine za zastupanje razlicˇitih
duzˇina. One ucˇenike koji su pronasˇli ovaj jednostavan nacˇin mozˇemo upitati na koliko se
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nacˇina svaki od tih duljina mozˇe prikazati.
Odgovor: Prikazano u tablici.
Primjer 11. (Razred: 5) Markova majka kuc´i je donijela list od 24 posˇtanskih markica
(Slika 2). Marku su potrebne tri markice, pa je otkinuo tri povezane markice. Koliko je
moguc´ih razlicˇitih skupova oblika od tri povezane markice?
Slika 2: List od 24 markice
Rjesˇenje: Ucˇenike treba potaknuti da uzmu 3 plocˇice oblika kvadrata da bi simulirali
problem te da vide koliko razlicˇitih oblika mogu dobiti od 3 povezane markice (Slika 3 ).
Slika 3: Razlicˇiti oblici napravljeni od 3 markice
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Odgovor: Postoje 6 razlicˇitih skupova od 3 markice koje Marko mozˇe otkinuti.
Napomena za nastavu: Upitajte ucˇenike kako znaju da su napravili sve moguc´e
razmjesˇtaje od 3 markice. Trebali bi vidjeti da su razmjestili kvadrate na sve moguc´e
nacˇine.
Primjer 12. (Razred: 6) Darko ima tri hrpe blokova s brojevima kao sˇto je prikazano
na Slici 4. On tvrdi da mozˇe slozˇiti brojeve tako da suma po blokovima bude jednaka,
pomicanjem samo jednog bloka. Kako Darko to mozˇe ucˇiniti?
Slika 4: Tri hrpe blokova s brojevima
Rjesˇenje: Uzmite 9 blokova i zalijepite komadic´ papira na svaki te zapiˇsite brojeve kao
na slici. Ucˇenici sada mogu fizicˇki premjestiti blokove da vide kada je suma po blokovima
jednaka. Malo logicˇkog zakljucˇivanja mozˇe pomoc´i. Buduc´i da je zbroj svih 9 brojeva
45, a tu su i tri jednake hrpe, svaki stupac mora iznositi 45÷ 3 = 15. Srednji stupac vec´
ima zbroj 15, tako da moramo gledati druga dva stupca za premjesˇtanje. Zbog toga sˇto
suma u prvom stupcu iznosi 6, ocˇito je da blok mora doc´i iz zadnjeg stupca. Zapravo,
pomicanjem blokova iz trec´eg stupca jedan po jedan u prvi stupac otkrit c´e tocˇan odgovor.
Odgovor: Darko c´e pomaknuti blok s brojem 9 iz trec´eg stupca u prvi da bi dobio u
svakom stupcu zbroj 15.
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2.5 Metoda rjesˇavanja unatrag
Ovu strategiju ucˇenici mogu tesˇko savladati. Vec´inom su u matematici naucˇeni da
krenu rjesˇavati problem od pocˇetka korak po korak. Ova metoda ima suprotan red.
Ucˇenici pocˇinju od kraja problema i provode postupak unatrag da bi dobili uvjete na
pocˇetku. Matematicˇke se operacije invertiraju tj., mnozˇenje u problemu postaje dijeljenje
a zbrajanje postaje oduzimanje. Nakon sˇto pronademo rjesˇenje problema, mozˇemo ga
provjeriti na nacˇin da krenemo od pocˇetka i provodimo ga do kraja.
Iako se postupak mozˇe cˇiniti neprirodan, cˇesto se koristi u svakodnevnom donosˇenju
odluka. Na primjer, pronalazˇenje najboljeg puta do nepoznatog odrediˇsta na karti. Prvo
sˇto pokusˇamo je pronac´i odrediˇste tocˇke, a zatim se postupno vrac´ati unatrag kroz mrezˇu
prometnice sve dok ne dodemo do poznatog okruzˇenja. Medutim, kada je rijecˇ o mate-
maticˇkoj primjeni ove tehnike, moramo potaknuti ucˇenike da ovu metodu svrstaju u svoje
nacˇine rjesˇavanja problema.
2.5.1 Primjena metode rjesˇavanja unatrag
Promotrimo sljedec´i problem:
Eva, Hrvoje i Antonio igraju odredenu igru. Igracˇ koji izgubi rundu mora svakom
igracˇu dati onoliko novca koliko je svaki od njih imao u to vrijeme. U prvoj rundi je Eva
izgubila i daje Hrvoju i Antoniu onoliko novca koliko je imao svaki. U drugoj rundi Hrvoje
gubi te daje Evi i Antoniu onoliko novca koliko svatko ima. Antonio gubi u trec´oj rundi
te daje Evi i Hrvoju onoliko novca koliko ima svatko od njih. Odlucˇili su prestati igrati
igru u onom trenutku kada je svatko imao 24 kn. Koliko je svatko od njih imao novca na
pocˇetku igre?
Rjesˇenje: Mozˇda ste pocˇeli ovaj problem rjesˇavati postavljanjem sustava s tri jed-
nadzˇbe i tri nepoznanice. Mozˇe li se to ucˇiniti? Naravno da mozˇe. Medutim, kako nasˇ
problem zahtijeva puno oduzimanja i pojednostavljivanja izraza u zagradi, konacˇni skup
jednadzˇbi mozˇe biti netocˇan. Cˇak i ako se dobije tocˇan skup jednadzˇbi, moraju se rijesˇiti
istovremeno:
Runda Eva Hrvoje Antonio
Pocˇetak x y z
1 x− y − z 2y 2z
2 2x− 2y − 2z 3y − x− z 4z
3 4x− 4y − 4z 6y − 2x− 2z 7z − x− y
To nas dovodi do sljedec´eg sustava jednadzˇbi:
4x− 4y − 4z = 24
−2x+ 6y − 2z = 24
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−x− y + 7z = 24
Rjesˇavanje ovog sustava nam daje x = 39, y = 21 i z = 12. Znacˇi, Eva je na pocˇetku
imala 39 kn, Hrvoje 21 kn, dok je Antonio imao 21 kn.
Kada problem navodi svoju situaciju na kraju pricˇe (”Svaki od njih je imao 24 kn”)
i kada se pitamo za pocˇetnu situaciju (”Koliko je svatko od njih imao novca na pocˇetku
igre?”) tada sigurno znamo da se radi o metodi rjesˇavanja unatrag.
Pogledajmo kako bi olaksˇali ovaj postupak. Pocˇinjemo s kraja, tj. kada je svatko od
njih imao 24 kn:
Eva Hrvoje Antonio
Kraj trec´e runde 24 24 24
Kraj druge runde 12 12 48
Kraj prve runde 6 42 24
Pocˇetak 39 21 12
Kraj druge runde: Zbog toga sˇto je Antonio izgubio u trec´oj rundi, Eva i Hrvoje
udvostrucˇuju ono sˇto su imali u drugoj rundi. Pa tako na kraju druge runde Eva i
Hrvoje imaju po 12 kn dok je Antonio imao 48 kn= 24 kn+12 kn+12 kn.
Kraj prve runde: Zbog toga sˇto je Hrvoje izgubio u drugoj rundi, Eva i Antonio
udvostrucˇuju ono sˇto su imali u prvoj rundi. Pa tako je na kraju prve runde Eva imala 6
kn, Antonio 24 kn, dok je Hrvoje imao 12 kn+6 kn+24 kn= 42 kn.
Pocˇetak: Zbog toga sˇto Eva gubi u prvoj rundi, Hrvoje i Antonio udvostrucˇuju ono sˇto
su imali na pocˇetku. Dakle, na pocˇetku, Hrvoje je imao 21 kn, Antonio 12 kn dok je Eva
imala 6 kn+21 kn+12 kn= 39 kn.
Dobili smo ista rjesˇenja kao sˇto smo postigli s algebarskim nacˇinom rjesˇavanja.
Kao sˇto smo vec´ rekli, vazˇno je da pruzˇite sebi i ucˇenicima priliku da raspravite o
tome sˇto ucˇenici misle o problemu prije nego sˇto ga krenu oni sami rjesˇavati. To je temelj
za koriˇstenje ove strategije. Ucˇenici moraju razumjeti strukturu problema da bi mogli
pratiti problem od kraja do pocˇetka. Konkretno, nakon sˇto odrede skup pocˇetnih uvjeta,
oni mogu provjeriti svoj odgovor.
Takva rasprava mozˇe ukljucˇiti sva naucˇena znanja racˇunanja zadataka. Kao i uvi-
jek, ucˇenici bi trebali biti potaknuti da razgraduju svoje matematicˇke napore te trazˇiti
elegantna i efikasna rjesˇenja.
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2.5.2 Primjeri
Primjer 13. (Razred: 5) Ivana, Jelena, Karlo i Leon skupljaju posˇtanske markice te
su se prosˇli tjedan mijenjali. Nakon toga je Ivana imala 28 markica. Svojih 10 markica
je dala Jeleni, a Jelena je dobila josˇ 12 markica od Karla i 7 od Leona. Koliko je markica
Ivana imala na pocˇetku?
Rjesˇenje: Buduc´i da znamo s koliko je markica Ivana zavrsˇila (krajnje stanje) mozˇemo
doznati koliko je imala markica na pocˇetku (pocˇetno stanje) koriˇstenjem metode rjesˇavanja
unatrag.
Ivana na kraju ima 28 markica. Imala je 28 markica.
Dobila je 7 od Leona. Prije toga je morala imati 21 markicu.
Dobila je 12 od Karla. Prije toga je morala imati 9.
Jeleni je dala 10 markica. Na pocˇetku je morala imati 19 markica.
Odgovor: Ivana je na pocˇetku imala 19 posˇtanskih markica.
Primjer 14. (Razred: 5) Majka je prije odlaska na posao pripremila kosˇaricu sˇljiva za
svoje tri kc´eri. Prva se probudila najstarija kc´i koja je pojela trec´inu sˇljiva iz kosˇarice.
Druga se probudila srednja kc´i i, mislec´i da se probudila prva, pojela trec´inu sˇljiva iz
kosˇarice. Zadnja se probudila najmlada kc´i i, smatrajuc´i da se probudila prva, uzela je iz
kosˇarice trec´inu sˇljiva. Tada je u kosˇarici preostalo 8 sˇljiva. Koliko je sˇljiva majka stavila
u kosˇaricu?
Rjesˇenje: Rijesˇimo ovaj zadatak polazec´i od posljednjeg podatka. Najmlada je kc´i
uzela iz kosˇarice trec´inu sˇljiva i preostalo ih je 8. To znacˇi da je tih 8 sˇljiva jednako
dvijema trec´inama sˇljiva koje su bile u kosˇarici prije nego sˇto je sˇljive uzela najmlada kc´i.
Odatle lako izracˇunamo da trec´ina sˇljiva iznosi 4, tj. da je u kosˇarici bilo 3× 4 = 12 sˇljiva
prije nego je najmlada kc´i uzela svoj dio.
Srednja kc´i pojela je trec´inu sˇljiva iz kosˇarice u kojoj je nakon toga preostalo 12 sˇljiva.
Dakle, srednja kc´i je u kosˇarici zatekla 3 · 12
2
= 18 sˇljiva.
Na slicˇan nacˇin promotrimo konacˇno i dogadaj koji se dogodio prvi. Najstarija je kc´i
pojela trec´inu sˇljiva iz kosˇarice u kojoj je potom preostalo 18 sˇljiva. To znacˇi da 18 sˇljiva
odgovara dvijema trec´inama ukupnoga broja sˇljiva, tj. majka je pripremila kosˇaricu s
3 · 18
2
= 27 sˇljiva.
Kada ucˇenik u viˇsim razredima osnovne sˇkole savlada tehniku rjesˇavanja jednadzˇbi,
ovaj zadatak mozˇe rijesˇiti i algebarski:
Oznacˇimo s x ukupan broj sˇljiva koje je majka ostavila u kosˇarici. Tada je najstarija
kc´i pojela 1
3
x sˇljiva, a u kosˇarici je ostalo 2
3
x sˇljiva. Srednja kc´i pojela je trec´inu preostalih
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sˇljiva, tj. 1
3
· 2
3
x = 2
9
x sˇljiva. U kosˇarici je ostalo 2
3
· 2
3
x = 4
9
x sˇljiva. Najmlada kc´i pojela
je trec´inu preostalih sˇljiva, tj. 1
3
· 4
9
x = 4
27
x sˇljiva, a ostalo je 2
3
· 4
9
x = 8
27
x sˇljiva. Prema
uvjetu zadatka postavljamo jednadzˇbu:
8
27
x = 8
Rjesˇenje te jednadzˇbe je x = 27. Dakle, majka je u kosˇarici ostavila 27 sˇljiva, tj. dobili
smo isto rjesˇenje kao sˇto smo dobili rjesˇavanjem metodom unatrag.
Odgovor: Majka je u kosˇarici ostavila 27 sˇljiva.
Primjer 15. (Razred: 6) Radijski voditelj planira svoj subotnji program. U sat vremena,
mora odvojiti 5 minuta za vijesti, 4 minute za vrijeme, 3 minute za lokalne najave te 27
minuta za reklame. Ako svaka pjesma u prosjeku svira 3 minute, koliko pjesama on mozˇe
pustiti u svom subotnjem programu?
Rjesˇenje: Buduc´i da znamo kraj problema (jedan sat) da bismo pronasˇli prijasˇnje
informacije moramo koristiti metodu unatrag.
Ukupno vrijeme 60 minuta
Vijesti −5 minuta
55 minuta
Vrijeme −4 minute
51 minuta
Lokalne najave −3 minute
48 minuta
Reklame −27 minuta
Pjesme 21 minuta
Zbog toga sˇto svaka pjesma u prosjeku svira 3 minute, on mozˇe pustiti 21 ÷ 3 = 7
pjesama.
Odgovor: Radijski voditelj mozˇe pustiti 7 pjesama u jednome satu.
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2.6 Pronalazˇenje uzorka
Uzorci se javljaju u mnogim situacijama. Ucˇenici trebaju uvjezˇbati ispitivanje po-
dataka da pronadu da li uzorak postoji. Neki problemi c´e navoditi da uzorak postoji u
slijedu brojeva a ucˇenik treba pronac´i taj uzorak i/ili nastaviti slijed za nekoliko dodatnih
uvjeta. Ostali problemi mogu zahtijevati tablicu ili listu za organiziranje podataka da bi
uvidjeli nastajanje uzorka.
U svakodnevnom zˇivotu se cˇesto pozivamo na pronalazˇenje uzorka kako bi rijesˇili neki
problem, ali nikad nismo to ucˇinili izravno. Na primjer, trebamo pronac´i odredenu adresu
u susjedstvu s kojom niste poznati. Ako ste u potrazi za Vukovarkom 270, prvo sˇto
utvrdite je s koje strane su parni odnosno neparni brojevi. Zatim gledamo u kojem su
oni poretku, uzlazno ili silazno. Ovaj problem ukljucˇuje pronalazˇenje uzorka pomoc´u
kojeg c´emo doc´i do cilja. Pronalazˇenje uzorka ponekad mozˇe biti izazovno. Najbolji
nacˇin da ucˇenici naucˇe pronac´i uzorak je da uvjezˇbaju pronalazˇenje uzorka u razlicˇitim
problemskim situacijama.
2.6.1 Primjena pronalazˇenja uzorka
Promotrimo sljedec´i problem:
Imamo stroj koji radi samo na dane brojeve. Dakle, ako smo unijeli broj 3, stroj mozˇe
raditi samo s brojem 3. Stroj koristi cˇetiri temeljne operacije (zbrajanje, oduzimanje,
mnozˇenje i dijeljenje) ili same ili u kombinaciji. Evo prvih sˇest izlaza za ulaze x = 1 do
6:
Ulaz Izlaz
1 1
2 9
3 29
4 67
5 129
6 221
Kolika je vrijednost za ulaz x = 9?
Rjesˇenje: Mozˇda bi zapocˇeli rijesˇiti ovaj problem s pogadanjem pravila po kojem stroj
radi. To je vrlo tezˇak i dugotrajan posao. Medutim, problem se mozˇe rijesˇiti pomoc´u
strategije pronalaska uzorka zajedno s nekim obrazlozˇenjem kako bi se utvrdilo sˇto stroj
zapravo radi kada mi unesemo neki broj. Njegov izlaz se cˇini da je blizu kubnog unesenog
broja. Imamo:
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Ulaz Izlaz x3 Razlika (od x3)
1 1 1 0
2 9 8 +1 ili (2− 1)
3 29 27 +2 ili (3− 1)
4 67 64 +3 ili (4− 1)
5 129 125 +4 ili (5− 1)
6 221 216 +5 ili (6− 1)
· · · ·
· · · ·
· · · ·
x x3 +(x− 1)
Medutim, buduc´i da nasˇ izlaz mozˇe sadrzˇavati samo broj ulaza, moramo izraziti x3
kao x · x · x, te (x− 1) kao (x− x
x
). Dakle, nasˇe izlazno pravilo za neki ulaz x mora biti
x·x·x+(x− x
x
), pa rjesˇenje nasˇeg problema iznosi 9·9·9+(9− 9
9
) = 93+8 = 729+8 = 737.
Kako bi se ucˇinkovito iskoristili geometrijski i brojcˇani uzorci u rjesˇavanju problema,
ucˇenici moraju:
1. Razumjeti svrhu i kontekst uzorka. Primjer: U navedenom problemu, treba razu-
mjeti da trazˇimo uzorak koji opisuje matematicˇki odnos izmedu ulaza i izlaza.
2. Utvrditi ponavljajuc´e elemente u uzorku. Primjer: U navedenom problemu, treba
primijetiti da su izlazne vrijednosti blizu kubne vrijednosti ulaza.
3. Prosˇiriti uocˇen uzorak. Primjer: U navedenom problemu, pretpostaviti da ulaz x
daje izlaz x3 + (x− 1).
Ucˇenici moraju naucˇiti najprije uocˇiti uzorak pa tek onda sustavno organizirati svoja
razmatranja. Mnogo toga se mozˇe rijesˇiti raspravom u razredu prije nego ucˇenici krenu
na rjesˇavanje problema. Opis nekih ucˇenika mozˇe postaviti temelje za istrazˇivanje kako
se uzorak mozˇe nastaviti. Rjesˇenja nekih ucˇenika nam mogu omoguc´iti ucˇinkovitost pro-
blema. Imajte na umu da uocˇavanje i prosˇirenje mogu dati skicu za rjesˇavanje problema.
Ucˇenici moraju i dalje koristiti svoja konceptualna shvac´anja i racˇunske vjesˇtine kako bi
stvorili rjesˇenje.
2.6.2 Primjeri
Primjer 16. (Razred: 7,8) Pronadite sljedec´a sva cˇlana sljedec´eg niza 5, 11, 23, 47, . . .
Rjesˇenje: Uzorak za svaki sljedec´i cˇlan u nizu je dvostruki prethodni s dodatkom
broja 1.
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5 = 5
2(5) + 1 = 10 + 1 = 11
2(11) + 1 = 22 + 1 = 23
2(23) + 1 = 46 + 1 = 47
2(47) + 1 = 94 + 1 = 95
2(95) + 1 = 190 + 1 = 191
(Algebarski, uzorak nam je formula 2n+ 1, gdje je n prethodni cˇlan.)
Neki ucˇenici mogu prepoznati uzorak dodavanja brojeva 6, 12, 24 itd. Dakle, peti cˇlan
mozˇemo pronac´i dodavanjem broja 48: 48 + 47 = 95. Iduc´i cˇlan bi pronasˇli dodavanjem
broja 96: 96 + 95 = 191. Oba nacˇina pravilno rjesˇavaju problem.
Zapamtite, mnogi problemi u matematici imaju viˇse od jednog rjesˇenja. Dobro je da
pruzˇimo ucˇenicima alternativna rjesˇenja jer na taj nacˇin ucˇenici povec´avaju svoju tecˇnost
u rjesˇavanju problema.
Primjer 17. (Razred: 5) Gospodin Marko dizajnira kvadratne bazene. Svaki bazen
ima kvadratni centar sˇto predstavlja povrsˇinu vode. On koristi sive plocˇice da prikazˇe
vodu. Oko kvadratnog bazena podstavlja granicu sa bijelim plocˇicama. Slika 5 prikazuje
tri najmanja bazena koje on mozˇe dizajnirati:
(a) Bazen 1 (b) Bazen 2 (c) Bazen 3
Slika 5: Prikaz tri najmanje dizajniranih bazena
Koliko c´e biti bijelih plocˇica ako imamo 25 sivih plocˇica u bazenu?
Rjesˇenje: Idemo organizirati podatke da vidimo da li c´e se pojaviti uzorak.
Bazen Sive plocˇice Bijele plocˇice
1 1× 1 = 1 8
2 2× 2 = 4 12
3 3× 3 = 9 16
Vidimo da svaki puta kada se broj sivih plocˇica povec´ava na sljedec´i kvadrat, broj
bijelih plocˇica se povec´ava za 4. Nastavimo tablicu.
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4 4× 4 = 16 20
5 5× 5 = 25 24
To nas dovodi do rjesˇenja.
Neki ucˇenici mogu primjetiti da je broj bijelih plocˇica isti kao povrsˇina kvadrata od
sivih plocˇica u zbroju sa 4 plocˇice za svaki kut.
Odgovor: Postoje 24 bijelih plocˇica oko bazena sa 25 sivih plocˇica.
Primjer 18. (Razred: 8) David radi u umjetnicˇkoj galeriji. On dizajnira pokric´e ve-
likog zida za klijenta. Cijela konstrukcija je sastavljena od 50 koncentricˇnih kvadrata
(kvadrata s jednakim centrom i paralelnim stranama). Slika 6 nam prikazuje prvih cˇetiri
kvadrata njegovog dizajna u kojem nam daje duzˇinu jedne strane svakog kvadrata u cen-
timentrima. David c´e obcrtati rub svakog kvadrata vunom. Koliko centimetara vune mu
treba da naznacˇi svih 50 kvadrata?
Slika 6: Prva cˇetiri kvadrata Davidovog dizajna
Rjesˇenje: Istrazˇimo podatke i pogledajmo da li mozˇemo nac´i uzorak koji nam mozˇe
pomoc´i. Buduc´i da kvadrat ima cˇetiri jednake strane, mozˇemo pronac´i sumu jedne strane
svakog kvadrata a zatim pomnozˇiti s cˇetiri. Ovo c´e nam omoguc´iti da koristimo manje
brojeve. Krenuvsˇi od najmanjeg kvadrata prema van, duljine strana cˇini slijed od prvih 50
neparnih brojeva: 1, 3, 5, 7, . . . , 99. Moramo izracˇunati njihov zbroj: 1+3+5+7+· · ·+99.
1 = 1
1 + 3 = 4
1 + 3 + 5 = 9
1 + 3 + 5 + 7 = 16
1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25
Primjetimo kako su svi iznosi zapravo kvadrati brojeva.
1 = 1 = 12
1 + 3 = 4 = 22
1 + 3 + 5 = 9 = 32
1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42
1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52
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Koristec´i ovaj uzorak, zbroj svih 50 koncentricˇnih kvadrata bit c´e 502, odnosno 2500.
Sada to pomnozˇimo sa 4 da bi dobili povrsˇinu te dolazimo do 10000 centimetara vune.
Takoder mozˇemo rijesˇiti ovaj problem s drugog glediˇsta, tj. pomoc´u drugacˇijeg uzorka
(ili ako zˇelite, organiziranjem podataka). Moramo izracˇunati zbroj 1+3+5+7+ · · ·+99.
Umjesto dodavanja brojeva u redoslijedu kako su ovdje napisani, uzmimo u obzir parci-
jalne sume: 1 + 99 = 100, 3 + 97 = 100, 5 + 95 = 100, . . . , 49 + 51 = 100. Ukupan iznos
ovih zbrojeva je 25×100 = 2500. Kao i prije, moramo ovaj izraz pomnozˇiti sa 4 da bismo
dobili 10000.
Odgovor: Davidu c´e trebati 10000 centimetara vune da naznacˇi svih 50 kvadrata.
2.7 Logicˇko zakljucˇivanje
Iako rjesˇavanje bilo kojeg problema zahtijeva logicˇko zakljucˇivanje, nekim problemima
je ovo primarna strategija za rjesˇavanje. To mozˇe biti u rasponu od jednostavne logike
do problema koji se sastoje od logicˇkog lanca zakljucˇivanja. Jedan zakljucˇak dovodi do
drugog. Logicˇki proces nastavlja se sve dok se problem ne rijesˇi.
2.7.1 Primjena logicˇkog zakljucˇivanja
Promotrimo sljedec´i problem:
Rebeka, Sara, Tin, Una, Vesna i Dino idu na vecˇeru da proslave to sˇto su Vesna i
Dino maturirali. Obrok svake osobe kosˇtao je jednako. Vesni i Dini c´e drusˇtvo platiti
obroke ali svatko od slavljenika mora dati doprinos u cijeni jela drugog slavljenika. Koliko
je svaki od njih platio ako je ukupan racˇun bio 108.00 kn?
Rjesˇenje: Jedan od prvih nacˇina za rjesˇiti ovaj problem bi bio algebarski.
108÷ 6 = 18 kn za jedan obrok
Neka 2x predstavlja kolicˇinu koju je svatko dao za Vesnu i Dina. Tada je
Rebeka je platila 18 kn+2x
Sara je platila 18 kn+2x
Tin je platio 18 kn+2x
Una je platila 18 kn+2x
Vesna je platila x
Dino je platio x
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Dakle,
72 kn+10x = 108 kn
10x = 36 kn
x = 3.60 kn
Vesna i Dino su svoje obroke platili 3.60 kn dok su svi drugi platili 18 kn+2 × 3.60
kn= 25.20 kn.
Pokusˇajmo rijesˇiti ovaj problem koristec´i logicˇko zakljucˇivanje. Znamo da je Vesna
platila 1
5
Dininog obroka ili 1
5
od 18kn je 3.60 kn. Istovremeno, Dino plac´a 1
5
Vesninog
obroka ili 3.60 kn, ukupno 7.20 kn. Ako oduzmemo 7.20 kn od ukupnog iznosa 108 kn,
dobit c´emo josˇ 100.80 kn koje trebamo podijeliti na preostale cˇetiri osobe. Dijeljenjem
100.80 kn sa 4 dobivamo 25.20 kn po osobi tj. iznos koji su Rebeka, Sara, Tin i Una
platili. Vesna i Dino su platili po 3.60 kn.
Problemi koji ukljucˇuju logicˇko zakljucˇivanje cˇesto ukljucˇuju znatnu kolicˇinu podataka
koje se na prvi pogled cˇine zbunjujuc´ima. Strategija rjesˇenja, kao sˇto je vec´ recˇeno, je
izvuc´i logicˇke zakljucˇke iz danih podataka, tj. da iskoristimo zakljucˇak. Medutim, to
zahtijeva da ucˇenici naucˇe razumno i sustavno organizirati podatke. Ovo ukljucˇuje ucˇenje
kako analizirati tragove, na primjer, kako koristiti proces eliminacije, popise, Vennove
dijagrame ili tablice.
Takoder je vazˇno da ucˇenici u razredu raspravljaju o svojim miˇsljenjima. Kada od
ucˇenika trazˇimo da rijesˇe problem s logicˇkim zakljucˇivanjem, to nije samo skakanje s
jednog pojma na drugi, ono cˇesto zahtijeva cˇitanje izmedu redaka. Na primjer, u nasˇem
problemu ne piˇse da je Vesna platila 1
5
Dininog obroka. Za vec´inu ucˇenika c´e ovo biti
novo iskustvo te c´e morati raspraviti i istrazˇiti niz problema da bi stekli ucˇinkovitost i
eleganciju koja logicˇko zakljucˇivanje dovodi do rjesˇavanja problema.
2.7.2 Primjeri
Primjer 19. (Razred: 7) Odredite vrijednosti za A, B, C i D ako su oni svi pozitivni
cijeli brojevi te vrijedi
A×B = 24
A+B = 14
C ×D = 48
A×D = 192
B × C = 6
Rjesˇenje: Iskoristit c´emo logicˇko zakljucˇivanje zajedno sa znanjem aritmetike. Zbog
toga sˇto je A×B = 24, mozˇemo ispitati faktore broja 24. A i B mogu biti samo 1 i 24, 2
37
i 12, 3 i 8 ili 4 i 6. Nadalje, zbog A + B = 14, A i B mogu biti samo 12 i 2. Primjetimo
da nam zadnja jednakost B × C = 6 govori da B mora biti 2, a A mora biti 12. Nadalje,
ako je B = 2, C mora biti 3. Buduc´i je C ×D = 48, D mora biti 16.
Strategija logicˇkog zakljucˇivanja mora biti koriˇstena od strane ucˇenika u nacˇinu otvo-
renog razmiˇsljanja, i sve dok ucˇenici mogu opravdati svoje korake logicˇno, ovi koraci bi
trebali biti prihvac´eni. To mozˇe biti lijepa grupna aktivnost.
Odgovor: A = 12, B = 2, C = 3 i D = 16.
Primjer 20. (Razred: 7) Nacrtaj dvije ravne linije kroz lice sata (Slika 7) tako da zbroj
brojeva u svakom odjeljku bude jednak.
Slika 7: Lice sata
Rjesˇenje: Malo logicˇkog zakljucˇivanja mozˇe pomoc´i. Ako nacrtamo dvije linije koje se
sijeku da dobijemo cˇetiri dijela, dobit c´emo grupiranje malih brojeva medusobno odnosno
velikih brojeva medusobno. To c´e biti neuravnotezˇeno odmah na pocˇetku.
Idemo ispitati problem logicˇno. Ako zbrojimo svih 12 brojeva na satu, dobivamo
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 = 78. Zbog toga sˇto zbroj unutar svakog
dijela mora biti isti, podijelimo taj broj s 3, 78÷ 3 = 26. To cˇini posao laksˇim. Odgovor
je prikazan na Slici 8.
Slika 8: Podjela sata u tri dijela
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Odgovor: Zbroj jednog dijela sata iznosi 11 + 12 + 1 + 2 = 26, zbroj drugog dijela
10 + 9 + 3 + 4 = 26 te zbroj zadnjeg 8 + 7 + 6 + 5 = 26.
Primjer 21. (Razred: 5) Na dnu jezera nalaze se sˇalica, staklenka, cipela i stara guma.
Riba, zˇaba, rak i zmija se nalaze u okolini tog smec´a. Zmija ude u staklenku i zaspi. Rak
se uvukao u cipelu a riba ne zˇeli biti u blizini gume. U koji predmet je osˇla svaka zˇivotinja?
Rjesˇenje: Napravimo tablicu i popunimo tragove. Zapamtimo da ”Da” u bilo kojem
stupcu znacˇi ”X” ili ”ne” na svim drugim stavkama u tom stupcu (gore i prema dolje) i
redu (horizontalno). Dakle, prvi trag nam govori da je zmija usˇla u staklenku. To znacˇi
”Da” u tom elementu tablice. Takoder znacˇi da nitko drugi ne mozˇe biti u staklenci i
da zmija ne mozˇe biti u nekom drugom predmetu. Dalje idemo na slicˇan nacˇin, pomoc´u
tragova, jedan po jedan.
Sˇalica Staklenka Cipela Guma
Riba Da X X X
Zˇaba X X X Da
Rak X X Da X
Zmija X Da X X
Tablica nam govori gdje se koja zˇivotinja sakrila.
Odgovor: Riba je otiˇsla u sˇalicu, zˇaba je u gumi, rak se nalazi u cipeli a zmija u
staklenci.
2.8 Crtanje dijagrama
Da bismo pokusˇali rijesˇiti geometrijski problem bez crtanja skice bi bilo nezamislivo.
Ipak skica mozˇe biti veoma korisna i u rjesˇavanju negeometrijskih problema. Zapravo,
postoje slucˇajevi kada je skica neophodna za rjesˇavanje negeometrijskih problema. Ipak,
odredivanje kada je problem bolje rijesˇiti uz pomoc´ skice je nesˇto sˇto dolazi s iskustvom.
Prikazat c´emo nekoliko ilustracija za usmjeravanje misli u tom smijeru. Pogledat c´emo
neke probleme koje koriste skicu da razjasne situaciju ili da nam pomognu pri zakljucˇivanju
problema.
2.8.1 Primjena metode crtanja dijagrama
Pogledajmo sljedec´i problem:
Ana drzˇi cˇetiri karte u ruci: asa, pik, asa srce, asa tref i asa karo. Ivan vucˇe dvije
karte iz Anine ruke bez gledanja. Kolika je vjerojatnost da je Ivan izvukao barem jednog
crnog asa?
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Napomena: Pik i karo su crne karte.
Rjesˇenje: Mozˇemo pretpostaviti da je vjerojatnost 2
4
, tj.1
2
. Medutim, ako c´emo
napraviti skicu moguc´ih ishoda, vidjet c´emo da ovo nije tocˇno. (Slika 9.)
Slika 9: Sve moguc´e kombinacije izvlacˇenja karata, gdje * predstavlja uspjesˇnu kombina-
ciju
Nasˇa skica nam otkriva da postoji 12 moguc´ih ishoda, od kojih su 10 uspjesˇni (barem
jedan as je crni). Tocˇan odgovor je 10
12
ili 5
6
, sˇto je drugacˇije od pretpostavke 1
2
. Izrada
pazˇljive skice problema brzo otkriva tocˇan odgovor.
Kao sˇto smo rekli, snaga u skici lezˇi u tome kako organizira i pojasˇnjava podatke. Pra-
vilno napravljena skica pruzˇa smisleno objasˇnjenje strukture problema. Nekim ucˇenicima
u pocˇetku nec´e biti lako napraviti takve skice. U raspravi s ucˇenicima treba ilustrirati
kako se dijagrami i skice mogu ucˇinkovito koristiti za prac´enje svih moguc´ih dodagaja i
rezultata. Takva rasprava c´e podrzˇati eksperimentiranje i istrazˇivanje ucˇenika da pronadu
vjesˇtinu u koriˇstenju ove strategije.
2.8.2 Primjeri
Primjer 22. (Razred: 5) Puzˇ se penje po stupu visokom 10 metara. Danju se popne 3
metra a noc´u se spusti 2 metra. Koliko mu dana treba da se popne na vrh stupa?
Rjesˇenje: Pogledajmo skicu stupa (Slika 10 ) te pazˇljivo obiljezˇimo polozˇaj puzˇa na
kraju svake noc´i. Na kraju svakog dana, puzˇ c´e napredovati za 1 metar. Dakle, na kraju
prvih 7 dana, popet c´e se za 7 metara. Osmi dan ujutro c´e se ponovno penjati za 3 metra
i tada c´e biti na vrhu stupa. Stoga, potrebno mu je 71
2
dana da se popne na vrh stupa.
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Slika 10: Stup po kojem se puzˇ penje
Odgovor: Puzˇ c´e se popeti na vrh stupa osmi dan.
Primjer 23. (Razred: 8) Jednoga dana 5 je ucˇenika pozˇurilo u red za rucˇak. Josip je
bio ispred Katarine a iza Lore. Lora je bila ispred Sare i iza Nikole. Sara je bila ispred
Josipa. Tko je bio zadnji u redu a tko prvi?
Rjesˇenje: Skicirat c´emo si dijagram od situacije kako je opisano pa si tako mozˇemo
vizualizirati raspored ucˇenika. Poredat c´emo imena u odredene pozicije prema uvjetima
navedenim u problemu. Problem c´e se onda rijesˇiti kako postavljamo ucˇenike na odgova-
rajuc´e polozˇaje. Ovdje mozˇemo vidjeti kako je skiciranje dijagrama korisna strategija.
Prednji dio reda
Nikola
Lora
Sara
Josip
Katarina
Imamo informaciju da je Josip ispred Katarine a iza Lore pa c´emo to zabiljezˇiti u
stupac. Znamo da je Lora ispred Sare i iza Nikole, te ih ubacujemo u stupac kako je
navedeno. Postupno gledajuc´i na tekst zadatka smo dosˇli do rjesˇenja nasˇeg problema.
Odgovor: Katarina se nalazila na kraju reda a Nikola na pocˇetku.
Primjer 24. (Razred: 8) Izlozˇba vozila na auto sajmu sastoji se od motocikala, kombija
i automobila. Ukupno ima 18 vozila i 60 kotacˇa. Ako postoji cˇetiri automobila viˇse od
kombija, koliko je svaki od njih izlozˇen na sajmu?
Rjesˇenje: Skicirajmo prvo 18 vozila. (Slika 11 )
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Slika 11: Skica 18 vozila
Svako vozilo mora imati barem 2 kotacˇa, stoga dodajmo na svako vozilo dva kotacˇa.
(Slika 12 )
Slika 12: Skica 18 vozila sa dva kotacˇa
Iskoristili smo ukupno 36 kotacˇa. Preostaje nam josˇ 60 − 36 = 24. Oni dolaze u
parovima pa c´emo ih rasporediti kao na Slici 13.
Slika 13: Skica 18 vozila sa preostalim kotacˇima
Skica nam sada pokazuje da postoji 12 vozila sa 4 kotacˇa i 6 na dva kotacˇa. Vozila sa
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dva kotacˇa su motocikli. Zbog toga sˇto postoji 4 automobila viˇse od kombija, izlozˇeni su
8 automobila i 4 kombija.
Odgovor: Izlozˇena su 6 motocikla, 8 automobila i 4 kombija.
2.9 Promjena fokusa
Ponekad se problem mozˇe rijesˇiti na ucˇinkovitiji i zanimljiviji nacˇin ako joj pristupimo
s razlicˇitog glediˇsta. Umjesto da se problem rijesˇi na izravan i ocˇigledan nacˇin, drugacˇiji
pristup mozˇe dati odgovor brzˇe i ucˇinkovitije. Na taj nacˇin mogu se otkriti neke zanimljve
cˇinjenice. To ne znacˇi da je originalna ili ocˇita situacija netocˇna nego da je savrsˇeno
valjana. Medutim, ponekad ispitujuc´i problem iz drugog aspekta mozˇe realizirati odlicˇna
matematicˇka diskusija. Vec´ina se matematicˇkih problema mozˇe rijesˇiti na razlicˇite nacˇine.
Neki nacˇini c´e ocˇito biti elegantniji od drugih i to bi moglo biti predmet rasprave u razredu.
Trebali bi potaknuti ucˇenike da koriste svoju genijalnost a zatim da usporede rjesˇenja.
Mnogo bi viˇse stekli rjesˇavanjem problema na viˇse nacˇina nego rjesˇavanje nekoliko primjera
svaki na samo jedan nacˇin.
2.9.1 Primjena metode promjene fokusa
Promotrimo sljedec´i problem:
Zaokruzˇujuc´i na dvije decimale, nadite vrijednost izraza
3.1416× 2.7831 + 3.1415× 12.27− 5.0531× 3.1416.
Rjesˇenje: Najcˇesˇc´a i najocˇitija metoda za rjesˇavanje ovog problema je pronac´i tri
odvojena umnosˇka, a zatim ih zbrojiti ili oduzeti ako je potrebno. Koriˇstenjem kalkula-
tora, dobivamo
3.1416× 2.7831 = 8.743387
3.1416× 12.27 = 38.547432
5.0531× 3.1416 = 15.874818
⇒ 8.743387 + 38.547432− 15.874818 = 31.416001 = 31.42
Uocˇite da se sve to moglo pazˇljivo organizirati i pratiti sa parcijalnim umnosˇcima.
Osim toga, ako smo koristili kalkulkator za rjesˇavanje problema, moguc´e je da krivo
utipkamo znamenku a da nismo ni svjesni toga. Idemo ispitati ovaj problem s drugog
glediˇsta. Imamo zajednicˇki faktor u svakom izrazu, broj 3.1416. Ako ga izlucˇimo iz
svakog izraza, dobivamo
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3.1416× (2.7831 + 12.27− 5.0531) = 3.1416× 10
= 31.41600
= 31.42
Dobili smo isto rjesˇenje puno jednostavnijim nacˇinom. Primjetimo da ovo rjesˇenje
ukljucˇuje uzorak, tj. prepoznavanje zajednicˇkog faktora. Ovu vrstu uzorka je vrijedno
istaknuti.
Ovi problemi imaju potencijal da budu medu zanimljivijim problemima u ovom radu.
Od ucˇenika ne trazˇimo da nadu samo rjesˇenje problema, nego da nadu ono najelegantnije i
najefikasnije. Svi mi imamo razlicˇite ukuse. Iz tog razloga je vazˇno da se rjesˇenja objasne,
ilustriraju i raspravljaju. Ucˇenici nisu svjesni da postoje ucˇinkoviti nacˇini rjesˇavanja
problema, a mnogi su dozˇivjeli zˇar prilikom pronalaska rjesˇenja slozˇenijeg problema.
2.9.2 Primjeri
Primjer 25. (Razred: 5) Toranj se sastoji od 4 bloka. Koliko tornjeva mozˇemo izgraditi
od blokova dviju razlicˇitih boja?
Rjesˇenje: Promotrimo ovaj problem iz drugog glediˇsta. Neka su blokovi crvene i
zelene boje. Svaka boja mozˇe biti ili koriˇstena ili ne koriˇstena u bilo kojem slucˇaju.
Prvi blok ima dvije moguc´nosti, crveni ili zeleni blok. Za drugi blok, postoje isto dvije
moguc´nosti, crveni ili zeleni blok. Slicˇno tome, za svaki trec´i i cˇetvrti blok postoje dvije
moguc´nosti. Koristec´i temeljni princip brojanja u matematici, to je zajedno 2× 2× 2× 2
ili 16 moguc´ih nacˇina za postavljanje blokova.
Odgovor: Postoji 16 moguc´ih nacˇina izrade tornja od 4 bloka s dvije razlicˇite boje
blokova.
Primjer 26. (Razred: 6) Koliko iznosi zbroj prvih 20 parnih brojeva?
Rjesˇenje: Neki ucˇenici mogu ispisati prvih 20 brojeva pa ih zbrojiti. Pokusˇajmo
dobiti rjesˇenje s drugacˇijeg glediˇsta na zadatak. Mozˇemo primjetiti da sa parcijalnim
sumama dobijemo uzorak kojeg mozˇemo dopustiti ucˇenicima da otkriju.
2 = 2 = 1 · 2
2 + 4 = 6 = 2 · 3
2 + 4 + 6 = 12 = 3 · 4
2 + 4 + 6 + 8 = 20 = 4 · 5
2 + 4 + 6 + 8 + · · ·+ 2n = n(n+ 1)
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Dakle, suma prvih 20 parnih brojeva je 20 · 21 = 420.
Odgovor: Suma prvih 20 parnih brojeva iznosi 420.
Primjer 27. (Razred: 8) Kvadrat EFGH formiran je spajanjem tocˇaka koje se nalaze
na kvadratu ABCD. |AF | = |BG| = |CH| = |DE| = 4 cm i |FB| = |CG| = |DH| =
|EA| = 3 cm. Koliko iznosi povrsˇina osjencˇanog dijela slike?
Slika 14: Skica zadatka
Rjesˇenje: Neki ucˇenici mogu pokusˇati rijesˇiti ovaj zadatak tako da pronadu povrsˇinu
manjeg kvadrata te ga oduzeti od povrsˇine vec´eg kvadrata. Medutim, to zahtijeva poz-
navanje Pitagorinog poucˇka:
a2 + b2 = c2
32 + 42 = 9 + 16 = 25
c2 = 25
c = 5
Sada mozˇemo izracˇunati obje povrsˇine. Povrsˇina vec´eg kvadrata je 7 × 7 = 49, a
povrsˇina manjeg kvadrata iznosi 5× 5 = 25. Oduzimanjem tih dviju povrsˇina dobivamo
trazˇenu povrsˇinu nasˇeg problema, tj. 49− 25 = 24.
Promotrimo problem s drugacˇijeg glediˇsta. Osjencˇano podrucˇje se sastoji od cˇetiri
sukladna pravokutna trokuta, svaki s katetama 3 i 4. Dakle, povrsˇina jednog trokuta
iznosi 3×4
2
= 6. Kako postoje 4 takva trokuta, vrijedi 4 × 6 = 24, te dobivamo povrsˇinu
osjencˇanog dijela.
Odgovor: Povrsˇina osjencˇanog dijela iznosi 24 centimetara kvadratnih.
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Zakljucˇak
Rjesˇavanje problema sastavni je dio matematike kao znanstvene discipline i sˇkolskog
predmeta. Ono je prihvac´eno od vec´ine nastavnika kao sastavni dio kurikuluma matema-
tike koji mora biti poucˇen zajedno sa aritmeticˇkim vjesˇtinama potrebnima za uspjeh u
sˇkoli i u stvarnom zˇivotu. Zapravo, rjesˇavanje problema daje razlog za poduku vjesˇtine
aritmetike.
Ucˇenici trebaju razviti svoje kriticˇko miˇsljenje te trebaju biti spremni primjeniti svoja
znanja u cilju rjesˇavanja problema. Takoder, moramo ih poducˇiti strategijama koje c´e
im pomoc´i za rjesˇavanje problema te kako postaviti pitanja vezana za problem. Nastav-
nici trebaju biti spremni voditi nastavu kroz razgovor jer je rjesˇavanje problema nacˇin
poducˇavanja i isto tako treba naglasiti da postoji viˇse moguc´ih strategija za rjesˇavanje
jednog problema.
Takoder, ucˇenike trebamo poducˇiti faktorima koji otezˇavaju rjesˇavanje problema.
Kako se vec´ s nekima susrec´u u nizˇim razredima osnovne sˇkole, trebalo bi ponoviti s
njima naucˇene otezˇavajuc´e faktore te uvesti novi otezˇavajuc´i faktor samo nakon sˇto sav-
ladavaju trenutni. Bitno je da se faktori poducˇavaju odvojeno te treba ucˇenicima dati
vremena za otkrivanje tih faktora u zadacima.
Kako je za mnoge ucˇenike najtezˇi dio rjesˇavanja problema pronac´i polaznu tocˇku, tako
je bitno da im prikazˇemo cˇetiri koraka Georga Polya za rjesˇavanje problema: razumijevanje
problema, stvaranje plana, provodenje osmiˇsljenog plana te osvrt na rjesˇenje. Svaki korak
je bitan, od razumijevanja sˇto se trazˇi u zadatku do analiziranja da li rjesˇenje zadovoljava
uvjetima problema. Kljucˇno je naglasiti raspravu u svakom koraku rjesˇavanja problema.
Bitno je da ucˇenici ponove problem svojim rijecˇima, da prepricˇaju sˇto se trazˇi u zadatku,
isto tako je bitno prilikom odabira najbolje strategije te prilikom rasprave o rjesˇenjima i
kako su dosˇli do njih. Popis koraka Georga Polya mozˇemo staviti negdje u ucˇionici kako
bi ih ucˇenici mogli vidjeti u svakom trenutku.
Nastavnici trebaju upoznati ucˇenike strategijama na koje mogu primjeniti Polyn pris-
tup rjesˇavanja problema. Pomoc´u tih strategija, na razlicˇite nacˇine mozˇemo doc´i do
rjesˇenja problema. Preko sustavnih listi ako se radi o nekom skupu podataka ili pogadanjem
doc´i do rjesˇenja te sve pogotke organizirati u tablicu, rjesˇavanjem srodnog jednostavnijeg
problema, pronalaskom nekog uzorka i slicˇno. Svaka strategija je dobra za odreden tip
zadatka. Najbitnije u strategijama je da zapravo rijesˇimo zadatak na neklasicˇan nacˇin,
razmiˇsljanjem i analiziranjem dobivenih rjesˇenja te na taj nacˇin razvijamo ucˇenikovo kre-
ativno razmiˇsljanje i kriticˇko miˇsljenje koje je vazˇno za svakodnevni zˇivot te c´e na taj
nacˇin dobiti motivaciju za daljnje proucˇavanje matematike.
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Sazˇetak
U ovom radu objasˇnjene su strategije rjesˇavanja problemskih zadataka u matema-
tici koje nisu standardne za nastavu matematike. Ucˇenici bi trebali moc´i izgraditi nova
matematicˇka znanja kroz rjesˇavanje zadataka, primjeniti stecˇeno znanje te razmiˇsljati i
diskutirati o rjesˇenjima. Postoje faktori koji otezˇavaju rjesˇavanje problema koje trebamo
proucˇiti i naucˇiti ucˇenike prepoznati ih. Sam proces rjesˇavanja problema se bazira na
koracima Georga Polya koji daju smjernice pomoc´u kojih mozˇemo rijesˇiti problem. Od
strategija za rjesˇavanje problemskih zadataka c´u spomenuti njih 9 u kojima c´u opisati
svaku od njih te dati nekoliko primjera koje mozˇemo kao nastavnici koristi u nastavi.
Napomenut c´u da se jedan problem mozˇe rijesˇiti na viˇse nacˇina sˇto c´u i istaknuti u ovome
radu.
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Title and summary
Problem-solving strategies. In this paper, I will explain the problem-solving stra-
tegies in mathematics that are not standard for the teaching mathematics. Students
should be able to build new mathematical knowledge through problem solving, to apply
their knowledge, think and discuss solutions. There are factors that make it difficult to
solve the problem that we should study and teach students to recognize them. Process of
solving problem is based on the steps of George Polya which provide guidelines by which
we can solve the problem. From all problem-solving strategies I will mention 9 of them in
which I will describe each of them and give few examples that can be used in teaching. I
will notice that one problem can be solved in several ways, which I will point out in this
paper.
49
Zˇivotopis
Zovem se Blazˇenka Filipovic´ i dolazim iz Velike Kopanice. Rodena sam 11. ozˇujka
1992. godine u Slavonskom brodu kao cˇetvrti cˇlan obitelji. Otac mi se zove Blazˇ a majka
Ankica. Imam cˇetiri sestre i jednoga brata. Osnovnu sˇkolu pohadala sam u OSˇ ”Ivan
Filipovic´” u mjestu stanovanja gdje mi se pojavila zˇelja za poducˇavanjem matematike, a
prirodoslovno-matematicˇku gimnaziju ”Matija Mesic´” sam zavrsˇila u Slavonskom Brodu
gdje sam tijekom sˇkolovanja iˇsla na zˇupanijsko natjecanje iz racˇunarstva s osvojenim
sedmim mjestom. Nakon toga upisujem integrirani nastavnicˇki studij matematike i in-
formatike na Odjelu za matematiku u Osijeku. Tijekom studiranja sam radila nekoliko
studentskih poslova, ali najljepsˇe je bilo, i bit c´e, raditi kao nastavnik u sˇkoli.
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